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Vorrede. 



AVer Studirenden der Naturwissenschaften, des Hocli- 
baues oder der Technik Differential- und Integralrechnung 
vorzutragen hat, macht immer von Neuem die Erfahrung, 
dass dem Lehrfache dann das grösste Interesse gezeigt wird, 
wenn mit den Vorlesungen TJebungen verbunden sind, in 
denen die fachwissenschaftlichen Anwendungen 
so viel wie möglich Berücksichtigung finden. 

Mit erfreulichem Eifer behandeln die bezeichneten Stu- 
direnden Aufgaben , die den Gebieten direct angehören, 
welche dereinst das Berufsfeld bilden sollen ; mit Grleich- 
gültigkeit, oft sogar mit Unlust, losen die meisten derartigen 
Studenten Probleme, welche entweder keine unmittelbare 
Beziehung zu den Fachstudien haben, oder wenigstens eine 
solche Beziehung nicht erkennen lassen. 

Soll man, angesichts dieser Thatsache, dem Studirenden 
Das verweigern, wonach er am meisten verlangt? Ich 
verneine diese Frage ganz entschieden. Denn wer mit Er- 
folg lehren will, muss dem Lernenden Lust zur Sache, 
Freude an der Arbeit wecken und erhalten! Auch muss 
er ihn bald anleiten und fähig machen, das Gelernte auf 
seinem künftigen Berufsgebiete zur Anwendung zu bringen. 

Was man dagegen sagen kann, ist ungenügend! 

Es haben daher schon viele Professoren der Mathematik 
(unter ihnen auch die, welche an der Technischen Hoch- 
schule zu Dresden wirken) TJebungen eingerichtet, die neben 
den Vorlesungen über Infinitesimalrechnung herlaufen oder 
letzteren bald folgen' und in denen der Student mit Auf- 
gaben beschäftigt wird, die, so weit es angeht, direct den 
Fachgebieten entnommen sind. 
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VI Vorrede. 

Die von Schlömilcli, Sohncke-Am stein, Dölp 
und Anderen veröffentlichten — und in ihrer Art ganz 
vorzüglichen — Aufgaben aus der Differential- und Integral- 
rechnung enthalten sehr wenige Anwendungen der oben ge- 
nannten Art. 

Man muss daher, als Lehrer, viele selbst erfinden, oder 
in der betreffenden Literatur aufsuchen. Das ist zeit- 
raubend, besonders weil es sich, aus naheliegenden Gründen, 
darum handelt, mit Vorsicht auszuwählen. 

Und wenn Studirende — oder junge Männer , welche 
bereits der Praxis angehören — die Bitte aussprechen, 
ihnen eine ihrem Fachgebiete sich anschliessende Samm- 
lung von Aufgaben aus der Infinitesimalrechnung zu nennen,. . 
so ist man in der unangenehmen Lage, sagen zu müssen, 
dass es keine giebt. 

Die angeführten Gründe haben in mir, auf der Basi» 
vieljähriger Erfahrungen , die Absicht angeregt , drei 
Schriften zu veröffentlichen, durch welche den oben ausge- 
sprochenen Thatsachen Rechnung getragen wird, indem die 
bereits vorhandenen Aufgabensammlungen (von Schlömilchy 
Sohncke-Amstein u. A.) eine Ergänzung und Er- 
weiterung erfahren. Es hat das bei sehr massgebenden 
Sachverständigen volle Zustimmung gefunden. 

Die erste jener drei Schriften, nämlich die, deren erste 
Hälfte ich hiermit veröffentliche, ist für Studirende 
und Ausübende der Naturwissenschaften be- 
stimmt; ihr soll recht bald eine zweite folgen, die den Be- 
dürfnissen der Architekten und Bauingenieure 
besondere Rechnung trägt; endlich eine dritte, welche Dasselbe 
für Fabrik- und Maschineningenieure leistet» 
Es sollen diese drei Schriften zu einem in drei Bänden er- 
scheinenden Werke über „Anwendungen der Infini- 
tesimalrechnung in den Naturwissenschaften^ 
im Hochbauund in der Technik" vereinigt werden ^ 
von welchem jedoch die Betreffenden nur einen Band zu 
studiren brauchen. Jeder der beiden Theile eines solchen 
Bandes wird ein selbstständiges Ganzes bilden und 
einzeln verkäuflich sein. 
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Vorrede. Yll 

Icli hoffe, den Stoff so gewählt zu haben, dass Jeder 
hinreichend viele Aufgaben finden wird, die seinen Wünschen 
entsprechen. Man wolle in dieser Beziehung das „Inhalts- 
Verzeichnis s'* (Seite IX — XII) und das „Alpha- 
betische Sachenverzeichniss'* (Seite 143 — 146) beachten. 
Den Bedürfnissen der Anfänger habe ich besonders 
Rechnung getragen, auch für den vorliegenden ersten Theil 
des Werkes nur Das aus den Naturwissenschaften als be- 
kannt vorausgesetzt, was jeder Studirende in den allge- 
meinen Vorlesungen gehört haben muss, die an den Uni- 
versitäten, Technischen Hochschulen, Berg- 
akademien u. s. w. in Bezug auf Physik und Chemie 
gehalten werden. 

Im Allgemeinen bietet jeder Paragraph eine 
Aufgabe; ausnahmsweise deren mehrere, nämlich dann, 

wenn er in Abschnitte, die durch A, B, C, bezeichnet 

sind, getheilt ist. 

Manche Lösungen sind sehr vollständig gegeben, 
andere nur in den Hauptzügen; es ist also ver- 
schiedenartigen Anforderungen hoffentlich genügt. 
Bei einigen Aufgaben wurden die Lösungen ganz wegge- 
lassen ; dies geschah mit Rücksicht auf diejenigen Lehrer, 
welche das Buch benutzen werden ; in manchen Fällen auch 
dann , wenn die Sache so einfach war , dass es des An- 
gehens einer Lösung überhaupt nicht bedurfte. 

Den Begriff „Studirende und Ausübende der Natur- 
wissenschaften" habe ich sehr umfangreich genommen. Daher 
kommt es, dass einige Aufgaben, welche dem Fabrikwesen, 
der Volkswirthschaftslehre u. s. w. angehören, schon in dem 
ersten Theile des Werkes sich vorfinden. 

Bezüglich der Differential- und Integralrechnung ist 
ungefähr Das als bekannt angesehen worden, was der erste Band 
von Schlömilch's ,,Compendium der höheren Analysis*' 
— Braunschweig, 5. Auflage 1881 — enthält. 

Ein Theil der von mir dargebotenen „Anwendungen" 
ist n e u ; das Uebrige gewann ich durch geeignete Benutzung 
derjenigen Arbeiten, welche an den betreffenden Stellen ge- 
nannt sind und in dem ,, Literaturverzeichnisse 
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(Seite 147) zusammengestellt wurden. Die neuere Literatur 
hat dabei besondere Beachtung g&funden, was ich auch für 
die folgenden Theile des Werkes festzuhalten gedenke. 

Es sollen die Literaturangaben nicht nur die Quellen 
nennen , aus denen ich schöpfte , sondern auch den Leser 
veranlassen, sich, wenn er Zeit dazu hat, eingehender mit 
dem berührten Gegenstande zu beschäftigen. Das gilt be- 
sonders da, wo ich, um das Selb st seh äffen anzuregen, 
nur andeutete, statt auszuführen. 

Ich hoffe, dass nicht nur die Studirenden, sondern 
auch die Praktiker der Naturwissenschaften 
und aller ihrer Anwendungen — besonders die Techniker 
und die Prof e s soren der Technik — die vorliegende, 
bescheidene Ansprüche erhebende Schrift freundlich auf- 
nehmen werden , weil sie dazu beitragen soll , jene An- 
wendungen zu fördern. Ich hoffe aber auch, manchen Pro- 
fessoren der Mathematik durch das Buch einen 
kleinen Dienst zu leisten, weil es in sehr bequemer Art die 
Möglichkeit bietet , Aufgaben zu stellen , oder auf Unter- 
suchungen zu verweisen, die den Studirenden anziehend sein 
müssen und ihre Kräfte nicht übersteigen. Hierbei recht 
vielseitig zu sein , habe ich mich bemüht. Auch bin 
ich bestrebt gewesen , neben der Infinitesimalrechnung der 
analytischen Geometrie etwas Raum zu gönnen 
und den Anschluss an die Praxis durch Zahlenbei- 
spiele, Constructionen u. s. w. zu fördern. 

So gebe ich mich denn der Hoffnung hin, dass die Schrift, 
ungeachtet ihrer Mängel, bei sachgemässer Beurtheilung 
dieselbe wohlwollende Aufnahme finden werde, welche meine 
„Aufgaben aus der analytischen Mechanik*' 
(Leipzig, Teubner, 2. Aufl. 1879 und 1882) gefunden haben 
und dass sie nicht allein für den Gebrauch an Lehran- 
stalten, sondern auch für das Selbststudium Nutzen 
zu schaffen im Stande sei. 

Dresden, am 1. August 1888. 

A. Fuhrmann. 
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Die Hoffnungen, mit welchen ich [den ersten Theil 
des Torliegenden Werkes über Infinitesimab*echnung, nämlich 
die „Naturwissenschaftlichen Anwendungen der 
Differentialrechnung" (1888) , veröffentlichte, haben 
sich erfüllt. Der damals in der „Vorrede" entwickelte Plan, 
auf den hiermit verwiesen werden möge, hat nahezu allseitige Bil- 
ligung gefunden und die in jenem ersten Theile dargebotene 
Durchführung des Planes ist nur auf ganz vereinzelt dastehen- 
den Widerspruch gestossen. Beides geht hervor aus den zahl- 
reich erschienenen Beurtheilungen, welche, grösstentheils von 
hervorragenden Mathematikern, Naturforschern und Tech- 
nikern herrührend, fast ausnahmelos sehr günstig sind ; femer 
aus den Briefen, mit welchen eine grosse Anzahl höchst be- 
deutender Männer mich beehrte. 

Ich danke allen Denen herzlich, welche den „I. Theil" 
meines Werkes wohlwollend aufgenommen haben und bin be- 
müht gewesen, den mir ertheilten ßathschlägen und Winken 
bei der Ausarbeitung des hiermit zur Veröffentlichung ge- 
langenden „IL Theiles", nämlich der „Naturwissen- 
schaftlichen Anwendungen der Integralrechnung" 
Folge zu leisten, so weit es der oben genannte Plan zuliess. 

Da das ganze Werk besonders für Anfänger bestimmt 
ist, so habe ich auch in dem hier vorUegenden zweiten 
Theile Alles vermieden, was die Leistungsfähigkeit derselben 
in der Regel übersteigt ; so z. B. Aufgaben, welche die Inte- 
gration partieller Differentialgleichungen erfordern. Be- 
züglich derartiger Probleme möge auf die von Hatten dor ff 
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veröffentlichten Vorlesungen R i e m a n n ' s über partielle Diffe- 
rentialgleichungen (siehe „Literaturverzeichnisse, 
Seite 267) verwiesen sein. Man findet in diesem Buche vor- 
züglich Untersuchungen über die Bewegung derWärme, 
die Schwingungen elastischer fester Körper und 
die Bewegung der Flüssigkeiten. — 

Bei der Beurtheilung meiner Arbeit, für deren Mängel 
ich durchaus nicht blind bin, wolle man beachten, dass der 
Durchführung ihres leitenden Gedankens erhebliche Schwierig- 
keiten entgegen stehen und es demnach schwer, wenn nicht 
unmöglich ist, allen Wünschen und Ansichten gerecht zu 
werden. Man wolle auch berücksichtigen, dass die Er- 
reichung des von mir erstrebten Zieles einer wohlwollenden 
Förderung würdig ist, weil für die Mathematik, die Natur- 
wissenschaften und die Technik mit der Zeit einiger Gewinn 
erhofft werden kann, wenn es gelingt, die Studirenden auf 
dem durch meine „Anwendungen der Infinitesimalrechnung" 
eingeschlagenen Wege zu ernster mathematischer 
Arbeit auf ihren künftigen Berufs gebieten anzuregen. 

Dass Letzteres durch den „I. Theil" des geplanten 
Werkes bis jetzt geschehen sei, darf man, hoffe ich, aus der 
umfangreichen Verbreitung schliessen, welche derselbe sowohl 
in Deutschland und Oesterreich, als auch in England, Italien, 
Bussland, Schweden und anderen Staaten gefunden hat. 

Ich würde mich glücklich schätzen, wenn die folgenden 
„Theile" ebenfalls in dem genannten Sinne wirkten. Be- 
sonders erfreut würde ich sein, wenn auch die Studirenden 
der Chemie (welche auf die §§ 2, 11, 44 — 48 besonders 
hingewiesen werden mögen) das Buch fleissig benutzten, was 
ihnen von sehr hervorragender Seite gerathen worden ist*). 
Es trüge eine solche Benutzung, wenn sie an umfang- 
reiche und tiefe chemische Studien sich an- 
schlösse, hoffentlich dazu bei, die künftigen Vertreter der 
Chemie auszurüsten mit dem „mächtigsten Werk- 
zeuge der Natur forschung", nämlich mit einer zu 



*) Zeitschrift für physikalische Chemie, Bd. 2, S. 863 
und 864. (Recension von W. Ostwald.) 
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Anwendungen befähigenden Kenntniss der Mathematik, 
ohne deren Hilfe „wir nimmer hoffen dürfen, die so 
sehr verwickelten chemischen Vorgänge ihrem 
Wesen nach zu enträthseln*)." 

Wenn die Studirenden der Chemie sich entschlössen, 
oder durch massgebenden Einfluss dazu gebracht werden 
könnten, gediegenen chemischen Kenntnissen eine zu An- 
wendungen stets bereite mathematische Ausrüstung bei- 
zufügen, so würde aus den Kreisen der jungen Chemiker 
vielleicht bald der „Newton der Chemie" hervorgehen, 
welchen E. Du Bois-E-eymond**), im Anschlüsse an 
K a n t ' s Aeusserungen ***) , verheissen hat , der Glückliche, 
welchem es gelingt, eine MechanikderAtomezu schaflFen 
und damit die Chemie auf eine ganz sichere mathema- 
tische Grundfläche zu stellen, während jetzt, nach dem 
Ausspruche V. Meyer's,-|-) „die heiter schaffende 
Phantasie die vornehmste Triebfeder ihrer 
Forschung bildet." 

Dresden, am 18. September 1890. 

A. Fuhrmann. 



*) Horstmann, Landolt und Winkelmann, Lehrbuch der 
Chemie. II. Abth. (1885; von Horstmann;) S. 3. 

**) Sitzungsbericbte der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin. Jahrg. 1882, S. 729 und 730. 

***) Metaphysische Anfangsgründe der Naturwissenschaft; 
2. Aufl., 1787, S. VIII u. X. 

t) Chemische Probleme der Gegenwart; 2. Aufl., 1890, 
S. 45. u. 46. — Femer; Bauer, Wesen u. Bedeutung der neuen che- 
mischen Formeln; S. 194. (Siehe das , Literaturverzeichnisse am 
Ende dieses Buches; nämlich Seite 265). 
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Capitel I. 

EINFACHE INTEGRATIONEN. 



§ L Einleitung. 

Für die nachfolgenden Anwendungen der einfachen Integration 
wird Dasjenige als bekannt vorausgesetzt, was die am meisten ver- 
breiteten Lehrbücher der Infinitesimalrechnung bezüglich der Natur 
des Integrals und hinsichtlich der Ermittelung von Integralwerthen 
enthalten. Man sehe hierüber : Schlömilch, Compendium der 
höheren Analysis , Bd. 1 , § 64 — 79 und § 89—91 der fünften 
Auflage ; oder Stegemann, Grundriss der Differential - und 
Integrah-echnung, § 1—40, 42—43, 45—51, 63, 60, 61 und 68 
der vierten , von Kiepert herausgegebenen, Auflage des 2. Ban- 
des ; oder die entsprechenden Abschnitte anderer Lehrbücher der- 
selben Art. 

Um zunächst die für die Herleitung von Integral- 
werthen geltenden Sätze an einigen Beispielen einzuüben, 
möge (unter den im Nachfolgenden genannten Voraussetzungen) 
berechnet werden 

II T — f ^^ 

TU T = f ^ 

• " J (A — x){B — x)iC — x)' 

(c — x) dx 



IV. Jt = 



/(c — x)c 
V a« -I- c2 — 



Ko* + c2 — 2ca; 
V. J,=jy^Eldx, 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. II. 1 
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00 



VI. e76 = 



= i xNe-^^'adXy 



•71 

T 



VII. J7 = /'cosä esrndde, 





n 



VIII. J% = I yl — coa q) Bin q)d (f. 



Nr. I wird beispielsweise bei der Ableitung des 
zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärme- 
theorie gebraucht (man sehe etwa : W ü 1 1 n e r , Experimental- 
physik , Bd. 3 , S. 375 der 3. Auflage) und soll ermittelt werden 
unter der Voraussetzung, dass Je grösser als 1 ist. 

Auf die Integrale 11 und III führt die Untersuchung 
chemis eher Vorgänge zweiter und dritter Ordnu ng 
(§ 46, A, II, und § 47, A, IH). 

Nr. IV kommt vor bei der Berechnung der Anziehung, 
welche eine Kugel fläche aufeinen Punkt ausübt*); 
dabei bedeutet a den Eugelhalbmesser und c, welches grösser als a 
vorausgesetzt wird , den Abstand des angezogenen Punktes vom 
Centrum, was bei der Behandelung von IV gehörig zu beachten 
ist. (Man vergleiche § 34, B.) 

Auf das fünfte Integral führt die Untersuchung des 
freien Falles, wenn sie mit Rücksicht auf die Veränder- 
lichkeit der Schwere durchgeführt wird. Es soll J^ be- 
rechnet werden unter Erfüllung der Bedingung , dass für x = 
auch e/ö = ist. (§ 54.) 

Nr. VI kommt in der dynamischen Theorie der 
Gase bei der Bestimmung der mittleren Wegelänge der 
Gasmoleküle vor ; dabei sind N, e und a positive, constante 
Grössen. (Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, S. 451 der 
4. Auflage.) 

Berechnung der Integrale Nr. VII und VIII verlangt die 



*) Das „Vorkommen* (in den Naturwissenschafben) und die 
Literaturangaben sind hier, im Vorhergehenden und im Folgenden 
(bis VIII) immer beispielsweise gemeint. 
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mechanische Theorie der Wärme. -(Wüllner, Ex- 
perimentalphysik, Bd. 3, S. 323; bezüglich 332 der 3. Auflage.) 

Lösung. I. Der für die Integration der Potenz geltende 
Satz liefert 

II. Spaltung in Partialbrüche, giebt 

III. Auf demselben Wege gelangt man zu dem Werthe 

^ aßy ' 

in welchem 

4) a = B—G, ß=C — Ä, y = Ä — B 

ist. (Vergl. § 47, A, III.) 

IV. Die Benutzung der Substitution 

5) )/a2 4- c2 — 2cx = u 

liefert, unter Beachtung ihrer aus dem Wortlaute der Aufgabe 
hervorgehenden geometrischen Bedeutung (§ 34, B) : 

V. Setzt man 

7) x = a sin2 

führt also einen Hilfswinkel ein, so ergiebt sich leicht: 

8) J5=|-(Ö + 8mö), 
mithin 

9) e/ö = y x{a — x) -\- a arc sin y — . 

VI. Anwendung des für die Integration des Produktes geltenden 
Satzes liefert: 

N 



10) Je = 



a 



*) Das Zeichen l bedeutet immer den natürlichen Logariihmus. 

1* 
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YII. Das zu berechnende Integral hat im Wesentlichen die 
Form 

Unter Berücksichtigung dieses Umstandes erhält man sofort: 

11) J7 = h 

Vni. In derselben Weise ergiebt sich 

12) Je = i ^/ 27 
oder, auf vier Decimalstellen abgerundet, 

13) e7"8 = 1,8856. 

Anmerkung zu § 1. Weitere Beispiele für die 
Berechnung von Integralwerthen können dem Folgenden 
in grosser Anzahl entnommen werden, wenn die vor- 
stehenden nicht ausreichend erscheinen. Zunächst bietet 
der § 2 derartiges Material und ist in diesem Sinne 
aufzufassen. 



§ 2. Bestimmte Integrale bei chemischen Vorgängen. 

A.*) 

Bei der Auflösung von Calciumcarbonat inSalz- 
säure hängt (unter gewissen Voraussetzungen) die in der un- 
endlich kleinen Zeit dt erzeugte Menge dy des entstehenden 
Chlorcalciums von der seit dem Beginne des Vorganges ver- 
flossenen Zeit t ab nach der Gleichung 

1) dy = -y-e ^ dty 

in welcher c, e, P und V constante, positive Grössen bedeuten**). 
Man leite aus Nr. 1 

I. durch bestimmte Integration her, wie viele Mole- 
küle Chlorcalcium sich in dem von f = bis t = ti 
reichenden Zeiträume bilden. 

Sodann berechne man 

II. welche (vom Beginne des Vorganges an gezählte) 

Zeiten erforderlich sind zur Erzeugung von 

1 -p 2 T> 3p 4P sp 
Tir -^> iir -'^y tif -^j iir -^j tit ^ 



♦) Man vergleiche § 45. (Chemische Vorgänge I. Ordnung.) 
**) Näheres: van't Hoff, Ansichten über die organ. Chemie, Th. I, 
S. 180. 
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Chlorcalciummolekülen und wie jene Zeiten sich zu einander 
verhalten. . 
Lösung. Die Anzahl der in dem genannten Zeiträume sich 
bildenden Chlorcalciummoleküle ist 

/cP f" 
-y-e dt, 



mithin 



2) y = \P[l-e-^). 

Daher vergeht die Zeit 

F ^ 

3) ^==öT^ 



2 c P — 22/ 
bis y derartiger Moleküle entstanden sind. 

Nr. 3 giebt für y = — P: 

V 5 

also bezüglich der in der Aufgabe genannten Bruchtheile: 

^) ^^ = ¥7^*' ■^^'' ^^^' ^^^' °°- 

Es verhalten sich diese Zeiten, wie 

6) ?|:?f : ?| : Ü5 : oo . 

B.*) 

Wenn in der Raumeinheit q Moleküle Chlor auf q Moleküle 
eines substituirbaren Körpers wirken y so ist die in der 
unendlich kleinen Zeit dt gebildete Menge dy des Beactions- 
productes von der seit Beginn der Einwirkung verflossenen Zeit t 
abhängig nach der Gleichung 

wobei c den „Einwirkungscoefficienten" (eine Constante) be- 
zeichnet**). 



*) Siehe § 46. (Chemische Vorgänge IL Ordnung.) 
**) van't Hoff, Ansichten über die organ. Chemie, Th. II, S. 11. 



ß Eingehe Integrationen. 

Es soll aus Nr. 7 abgeleitet werden 

I. wie viele Moleküle (y) in den ersten t\ Zeiteinheiten 

sich erzeugen ; 
II. welcher Zeiträume es zur Bildung von 

i^y Y^? lQ.y Q 
Molekülen des Reactionsproduktes bedarf und in welchem 

Verhältnisse jene Zeiten zu einander stehen. 

Lösung. Während der ersten ti Zeiteinheiten entstehen 



8) V = 



cq^k 



1 -\-cqti 



Moleküle. Sollen deren — g erzeugt werden, so bedarf es hierzu 

der Zeit 

n 



9) ^1 = 



c (4 — w) g * 

Die zu 

w = l, 2, 3, 4 

gehörenden Zeiträume verhalten sich mithin wie 

1 : 3 : 9 : 00. 



§ 3. Flächeninhaltsberechiiimgeii, welche sich auf das 

Mariotte sehe Gesetz beziehen. 

Bekanntlich ist das Mariotte'sche oder Boyle'sche 
Gesetz ausgedrückt durch die Gleichung 

1) vp = VqPqj 

in welcher v das Gasvolumen bei dem Drucke p^ Vq dasjenige bei 
dem Drucke Pq (im Anfangszustande) bezeichnet. (Yergl. Th. I, 

§ 25.) 

Es sollen die Flächeninhalte der Linien berechnet werden, 
welche jenes Gesetz geometrisch darstellen, wenn man die Ver- 
änderlichen entweder 

I. als Parallele oordinaten {p als Xj v als y), 

oder 
II. als P o 1 a r c o o r d i n a t e n (p als Anomalie , v als 
Leitstrahl, r) auffasst. 
Im ersten Falle möge die Fläche begrenzt sein von derjenigen 
Ordinate, welche durch den Scheitel der betreffenden Curve geht. 
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ferner von der allgemeinen Ordinate, von der Abscissenachse und 
von der Linie selbst ; im zweiten Falle soll sie von dem Leitstrahle 
ab , der zu der Anomalie ö = 1 gehört , bis zu dem allgemeinen 
Leitstrable gemeint sein (und zwar als eine bis zum Pole reichende 
Sectorfläche). 

Für den letztgenannten Fall möge man angeben, wie sich der 
Inhalt als Dreieck construiren lasst. 

Lösung. I. Wird p^x, v = y und Vq po = c^ gesetzt, 
so lautet das Mariotte'sche Gesetz : 

2) xy = c2, 

bedeutet mithin eine auf ihre Asymptoten bezogene Hyperbel. 
Für den gesuchten Flächeninhalt S hat man die 
Gleichung 

X 



— dxj 

X 



wobei 2 a der von den Asymptoten eingeschlossene Winkel ist. 
Aus Nr. 3 folgt: 

4) S=hH — , 

^ c 

wenn, zur Abkürzung, 

5) c2 sin 2 a = Ä2 

gesetzt wird. Der Factor h^ hat dabei eine sofort erkennbare geo- 
metrische Bedeutung. *) 

n. Fasst man die Gleichung Nr. 1 in der Form 

6) rO = k, }c = VoPo, 

als die einer auf Polarcoordinaten bezogenen Linie auf, so 
stellt sie die bekannte hyperbolische Spirale dar. Letz- 
tere hat, was man sofort aus 6 entnehmen kann , eine asymp- 
totische Gerade (welche im Abstände Je der Polarachse pa- 
rallel liegt) und einen asymptotischen Punkt (den Pol des 
Systems). 

Für die in der Aufgabe bezeichnete Sectorfläche gilt die 
Gleichung 



*) Man unterlasse nicht, für L, wie auch für IL, eine Figur in 
geeignetem Massstabe zu zeichnen. — Femer beachte man den Schluss- 
satz des Abschnittes ui im § 7. 
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7) Sr=^fr^dd = ^f^de. 

1 1 

Sie giebt: 

8) S^=-^^]c\ 

oder, durch die Leitstrahllänge ausgedrückt, 

9) Si = lJcgc--r). 

Der letzte Ausdruck ist sofort als Dreieck mit der Grundlinie^ k 
und der Höhe Je — r construirbar. 



§ 4. Quadraturen, die Begriffe „Geschwindigkeit" und 

„Beschleunigung'' betreffend. 

A. 

Die Geschwindigkeit v irgend einer geradlinigen Bewegung*) 
möge als Function der Zeit t gegeben sein, es möge also eine 
Gleichung von der Form 

1) v = fit) 

bestehen. 

Man soll (unter Benutzung des § 12 des I. Theiles dieses 
Buches) zeigen , auf welche Weise sich der zurückgelegte 
Weg s als Fläche einer Curve darstellen lässt, wenn die 
Veränderlichen t und v als rechtwinklige Coqrdinaten aufgefasst 
werden, und zwar t als Abscisse genommen wird, v als Ordinate 

Auch soll man angeben, wie das Ergebniss lautet, wenn die 
betreffende Bewegung der freie Fall ohne Anfangsge- 
schwindigkeit ist und wenn dabei der Zeitraum von t = fo 
bis t=ti gemeint wird. 

Lösung. Gemäss Theil I, S. 15, Gl. 3 ist 

2) '' = Tf 



*) Das hier Folgende gilt nicht nur für geradlinige Bewegungen, 
sondern auch (laut Th. I, S. 16 u. 17) für andere Vorgänge, z. B. 
chemische. Bei den Letzteren ist v vertreten durch die Reactions- 
geschwindigkeit, s durch die Menge des bei dem Vorgange 
sich bildenden Stoffes. (Man vergleiche den § 2.) 
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Daraus folgt : 

3) 

Es wird also der zurückgelegte Weg s geo- 
metrisch dargestellt durch den Flächeninhalt der 



s=ff{t)dt 








in Fig. 1 zur Anschauung gebrachten Geschwindigkeits- 
linie ^ nämlich derjenigen Curve c^ deren Ordinaten der Gleichung 
Nr. 1 genügen. 

Die Zeit und die Geschwindigkeit sind hierbei durch die- 
selbe Längeneinheit auszudrücken; dient als Zeiteinheit die 
Sekunde und wird die Geschwindigkeit in Metern gemeint, so hat 
man die Sekunde und das Meter durch eine und dieselbe Strecke 
darzustellen. 

Sind die Anfangszeit ^ und die Endzeit ti der Bewegung 
vorgeschrieben, so ist der Flächeninhalt s ein bestimmter, 
nämlich (wenn OA* = U^ OB' = ti) der von A'A bis J5'J5 rei- 
chende, also A'ABB* (wobei durch A*A die Anfangsgeschwindig- 
keit Vqj durch B*B die Endgeschwindigkeit Vx dargestellt wird). 
Sind jene Zeiten nicht vorgeschrieben, so ist der genannte In- 
halt ein unbestimmter, reicht nämlich dann von der willkürlich 
wählbaren Anfangsordinate U*JJ bis zu der allgemeinen Ordi- 
nate PP. 

Für den freien Fall (ohne Anfangsgeschwindigkeit) hat 
man bekanntlich 



10 
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4) 

Das giebt: 

5) 



8 = 




1 / F' B' 



Es wird mithin der in der Zeit^ bis t^ 
zurückgelegte Weg dargestellt durch 
den Flächeninhalt des Trapezes 
Ä'ABB' (Fig. 2). Die Geschwindig- 
keitscurve ist nämlich eine durch den 
Coordinatenanfang gehende gerade 
Linie c, deren Steigungswinkel (X 
die Gleichung 

6) tan a=g 
bestimmt, so dass iiir mittlere geo- 
graphische Breiten Europas 

7) tan a = 9,81, 
also 

8) « = 840 10' 47" 

ist (auf ganze Sekunden abge- 
rundet). *) 



B. 
Sehr nahe liegt es, das unter Ä Behandelte auf die „ Be- 
schleunigung ^% für welche bekanntlich (Th. I, § 12) die 
Gleichung 

gilt; zu übertragen, indem man t als Abscisse, p als Ordinate auf- 
fasst und sich p durch eine Gleichung von der Form 

10) P=q>ii) 

gegeben denkt. 

Das möge im Folgenden geschehen. Auch soll das Ergebniss 
wieder auf den freien Fall (ohne Anfangsgeschwindigkeit) an- 
gewendet werden. 

Lösung. Aus Nr. 9 folgt: 
11) v=/q){t)dt. 



^) Man vergleiche § 10. 
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Die Geschwindigkeit v (welche während einer ge- 
wissen Zeit erworben oder verloren wurde) ist also durch den 
Flächeninhalt der Beschleunigungscur ve darge- 
stellt, nämlich durch die Fläche derjenigen Linie, welche die 
Gleichung Nr. 10 hat. 

Soll dabei keine Unbestimmtheit vorliegen, so muss (wie bei A) 
bekannt sein, auf welchen Zeitraum alles sich bezieht. Das giebt 
die Grenzen der durch die Gleichung 11 ausgesprochenen Inte- 
gration. 

Für den freien Fall ist bekanntlich 

12) p = 9. 
Daher^ laut 11, 

13) v=g{U—t^\ 

Die Beschleunigungscurve ist hier eine Gerade, welche der Ab- 
scissenachse in dem Abstände g parallel liegt. Die während 
des Zeitraums ^ bis ti erworbene Geschwindigkeit wird durch den 
Flächeninhalt eines Rechtecks dargestellt. 

Anmerkung. Es ist, laut Gleichung 9, 

dv 



P = 



dt 



Dieses Verhältniss bedeutet aber für Fig. 1 be- 
kanntlich die goniometrische Tangente desjenigen Win- 
kels a, welchen die im allgemeinen Curvenpunkte P 
gezogene berührende Gerade mit der positiven Seite 
der Abscissenachse einschliesst. 

Hiernach sind durch die genannte Figur sämmt- 
liche Elemente (^, v, s und p) der Bewegung geo- 
metrisch dargestellt, nämlich 

I. die Zeiten durch die Abscissen, 

II. die Geschwindigkeiten durch die Ordinaten, 

III. die zurückgelegten Wege durch die Flächen- 
inhalte, 

IV. die Beschleunigungen durch die goniometri- 
sehen Tangenten der Berührungswinkel, 



12 
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§ 5. Die „Simpson'sche Reger' nnd naturwissenscliaftliclie 

Anwendungen derselben. 



A. 



Die Gleichung einer (die X-Achse nicht schneidenden) Curve 
PoPa lautet 
1) y = a-{'bx-\-cx^y 








■^ V "2 ^3 ^j4, 



Fig. 3. 




n-t P^ 



TV 



"211^2 "zn-i ^'ä 



21V 



wobei (siehe Fig. 3) x = OQ, y = QP iat, a, b und c aber 
constante Grössen sind. 

I. Es soll der Inhalt 8 der zu den Abscissen OQo = Xo 
und OQ2=Xo-\-2h gehörenden Fläche Qq Pq P2 Q2 
berechnet werden und zwar ausgedrückt durch die vier 
Strecken h=Qo Qi = ^1 Qa, ^o = QoPo jyi = Qi Pu 
y^ = Q2 P2- 
II. Die für 8 gewonnene Formel soll man benutzen, um 
den Inhalt 8\ der Fläche Q^ Pq P^n Q^n (^ als be- 
liebige ganze Zahl gedacht) auszudrücken durch den 
unveränderlichen Ordinatenabstand 

Ä = ^0 Qi = öl Ö2 = Ö2 Ö3 = • • • • = Qin — 1 ^2» 
und durch die Ordinatenlängen 

yO = öoPo» yi = QlPu y2 = Ö2P2» ....y2n=Ö2nP2«, 
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unter der Voraussetzung, dass die Begrenzung PqPi P2. . . P2n 
aus einem Systeme von Curvenbögen P0P1P2, P2P3P4J 
P2n — 2 Pin — 1 Pin besteht , deren jeder eine Glei- 
chung von der allgemeinen Form Nr. 1 besitzt (und 
die X-Achse nicht schneidet). 
Lösung. I. Es ist 

2) dS = ydx = {a-{-bx']- cx^)dx. 

Die Äur Ermittelung von 8 nöthige Integration wird am ein- 
fachsten, wenn man die !F-Achse von nach ^0 verschiebt (also 
Xq gleich Null nimmt). Dann gilt die Gleichung 

2h 

3) S=^f{a-{-hx-\- cx'^)dx 


folglich hat man: 

4) S = ih{6a + 6hh + 8ch^}. 

Dabei sind a, b und c noch unbekannt^ nämlich auszudrücken 
durch yoy y^ , 1/2- 

Wegen Nr. 1 ist 

5) yo = ay 

6) yi =a-f6Ä + cÄ2, 

7) y2=a+26A + 4cÄ2. 
Hieraus und aus Gl. 4 folgt: 

8) s=ih(i/o + 4:y^-\-y,).*) 

Der gesuchte Flächeninhalt Qq P© P2 Q2 ist also gleich dem 
eines Rechtecks, welches ^0 Q2 (nämlich 2 h) zur Grundlinie 
hat, als Höhe aber das (leicht construirbare) arithmetische Mittel 
der Strecken 1 ^o > 1^2 und 2 yi , oder — was auf Dasselbe hinaus- 
kommt — die Strecke 

9) v=h(^o + ^yi + y2y 

Der letztgenannte Ausdruck kann als „ M i 1 1 e 1 w e r t h " Benutzung 
finden. (Man vergleiche § 7). 

II. Wird die Gleichung 8 auf jeden der Flächenstreifen 

Q0P0P2Q2 7 ^a ^2 P4 ö* > Q^n — 2 P2n — 2 P2n Qin ange- 
wendet, so ergiebt sich für die Summe der Inhalte : 



*) Anmerkung zu Nr. 8: Die vorstehende Entwickelung für eine 
nahe liegende Erweiterung durchzuführen, nämlich für den Fall, dass 
der betreffenden Linie die Gleichung 

y = a + ßx + yx^ + 6x^ 
zukommt, möge hiermit empfohlen sein. 
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+ 2 (ya + «^4 + . . . . + y 2 n - 2) } , 

oder 

TL • 

11) Ä=-3-|(yo— «^2«) + 4(^1+ J^3 + .... + J^2»-l) 

+ 2(^2 + ^4 + .... + »2«)}; 

mit Summenzeichen geschrieben: 

12) 8x = -^\yo-}-y2n + 4:^ y2t-i-\-2^y,t\, 

bezüglich 

13) Si=-^}^yo-y2n + 2^(y2k + 2y,,^i)y 

Für die Höhe rj desjenigen Rechtecks, welches mit Si gleichen 
Inhalt und gleiche Grundlinie hat, gilt mithin der Ausdruck 

Letzteren kann man, wie Nr. 9, als „Mittel werth" benutzen. 

B. 
Der durch die Gleichungen Nr. 10 bis 13 ausgesprochene 
Satz wurde von Thomas Simpson in seinen „Mathematical 
dissertations on physical and analytical subjects ," London , 1743, 
veröffentlicht *) und heisst die „Simpson'sche Regel". 

Es liefert diese „Regel" eine Näherungsformel für die 
Berechnung des Inhaltes einer jeden Fläche A ABB* (Fig. 4) 
falls die begrenzende Curve AB eine ganz willkür- 
liche Linie ist, z. B. eine mit dem Bleistift beliebig gezogene, 
der gar kein bestimmtes Bildungsgesetz zukommt ; 
etwa die Kante eines Weges in einem geodätischen Risse, 
oder die bei der Messung der Arbeitsleistung von Ma- 
schinen durch den Stift des Dynamometers gezeichnete 
Linie, oder die Curve, welche man erhielt, indem man den Ver- 
lauf eines physikalischen oder chemischen Vor- 



♦) Wolf, Handbuch der Mathematik u. s. w., Bd. 1, S. 203. 
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ganges in geeigneten Zeitintervallen beobachtete und graphisch 
darstellte. 

Man gelangt zu dem betreffenden Näherungswerthe , indem 
man A* JB* in eine hinreichend grosse gerade Anzahl gleicher 







A 



V 



FlgA. 



I 
I 



Ä 




B 



K. y 



B' 



Theile theilt, die zu den Theilpunkten gehörigen Ordinaten zieht 
und dann die Linie ^JB so auffasst, als ob sie zwischen je drei 
im obigen Sinne neben einanderliegenden Punkten stets eine Gleichung 
von der Form Nr. 1 habe, also ein Parabelbogen sei. 

Reichen z. B. 8 gleiche Theile hin (was die Fig. 4 dar- 
stellt), so ist, näherungs weise. 



15) 



Sj = yj (j/o + 2/8) + 4 (yi +^3 -j- 2^5 -(- yj) 

+ 2(2/2+2/4+2/6) } 



der Inhalt der Fläche A* ABB* , wobei, wie vorher, h den Ab- 
stand der Ordinaten bedeutet und mit y^ bis 2/8 die Längen der 
letzteren bezeichnet sind. 



C. 



Läsflt man an die Stelle der Curve Po Pi Pa P^n (Fig. 3) 

eine gebrochene Gerade treten, setzt also die Fläche aus 
lauter Trapezen zusammen, so gilt für den Inhalt (näherungs- 
weise) die Gleichung 
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Ä=i^^Ä + -^4^Ä+.... + i^i^^tj^Ä, 



also 



16) Ä = Y\ (^0 + 2^2«) + 2 (2/1 + J^2 +2^3 + .... + y2n-l) } 



* = 2n— 1 



= Y{yo + y2« + 2 ^2^* }; 



z. B. die Fläche Ä AJBJB' der Fig. 4 anlangend: 

17) & = yj^o +2^8 + 2 (yi + ^2 + . . . + ^7)}. 

Die Gleichung Nr. 16 führt den Namen „T rape&sforme 1'^ 
Sie wird in der angewandten Mathematik mindestens eben so oft 
benutzt, als die Simpson'sche Regel, ist aber meist ungenauer als 
letztere und dabei für das Zahlenrechnen nicht einfacher* 

D. 

Für dienäherungsweiseBerechnungdesInhaltes 
ebener Flächen und für die damit zusammenhängende Ab- 
leitung von Mittelwerthen sind ausser den unter ^ bis C 
behandelten Formeln noch andere in Gebrauch. Die Simp« 
son'sche Regel ist jedoch (in Bezug auf Einfachheit und Ge- 
nauigkeit) allen vorzuziehen, falls eine gerade Anzalil gleichbreiter 
Streifen benutzt werden kann. Ist Letzteres unzulässig, so ver- 
wendet man am besten die unter C besprochene Trapezformel. 

Näheres — auch bezüglich der Fehlergrenzen der be- 
treffenden Formeln — findet man in der Abhandlung, welche 
Ax. Harnack diesen Gegenstand anlangend im 28. Bande des 
„Civilingenieurs" veröffentlicht hat, dadurch über eine grössere 
von P. Mansion herrührende Arbeit berichtend. 

E. 
Das unter A bis C Vorausgehende möge zur Lösung folgender 
Aufgaben Benutzung finden: 

I. Um für eine anzugebende Geschwindigkeit v 
einen „Mittel wer th^* (,i zu erhalten, mass man v in 
Abständen von je 3 Sekunden und erhielt, in Metern 
ausgedrückt, der Reihe nach die Werthe 

Vo = l;73, t?i = l,81, t;2 = l,92, 
Vz = 1,78, t;^ = 1,85. 
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Es soll der Mittelwerth (i sowohl nacb der 
Simpson'schen Regel, als auch nach der Trapez- 
formel berechnet werden. 

n. Auf dieselbe Weise soll man den Inhalt V eines 
Gefässes AS CD (Fig. 5) bestimmen, welches die 
Form eines Umdrehungskörpers hat, dessen Achse MN 
ist. Dabei sei 

MN=\,2 Meter. 

Femer mögen die bei AD und so fort bis BC 
in gleichen Abständen vorhandenen inneren Durchmesser 
die in Metern ausgedrückten 
Werthe B N C 

do = 0,42, dl =0,46, 

e^=0,48, dz =0,45, 

öf* = 0,40, <?5 = 0,41, yr/- 5 

de = 0,47 
haben und V soll, auf 5 Deci- 

malstellen abgerundet, als Bruch- 

tlieil des Cubikmeters verlangt 

sein. 
Lösung. I. Die Werthe der Ge- 
schwindigkeiten (t;) als diejenigen der Ordi- 
naten {y) auffassend , erhält man nach der 
Simpson'schen Regel (Gl. 10—14) für den AMD 

gesuchten Mittelwerth: 

18) - fix = 1,815 Meter ; 
hingegen nach der Trapezformel (Gl. 16) : 

19) //a = 1,825, 

während das arithmetische Mittel der v den Betrag 1,818 hat. 

II. Bezüglich des zu berechnenden Volumens giebt der erste 
der genannten Sätze (indem man die Querschnittsinhalte als die 
y -Werthe ansieht) : 

20) Fl = 0,18377 Cubikmeter, 
der zweite : 

21) Fa = 0,18393. 

Fahr mann, Anwendangen d. Infinitesimalrechnang. Thl. II. 2 



^ 
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F. 

Zum Zwecke weiterer Ausnutzung des unter Ä bis D 
Stehenden, erwäge man : 

I. ob die entwickelten Gleichungen auch dann noch gelten, 
wenn die untere Begrenzung der betreffenden Fläche nicht 
mehr die X-Achse ist, sondern eine Curve, wie 
PoP2n in der Fig. 3, oder ^JB in Fig. 4; 

II. in welcher Weise die Formeln 10 — 13 und 16 zur 
Berechnung von Näherungswerthen bestimm- 
ter Integrale dienen können ; 

III. wie man sie für Schwerpunktsbestimmungen 
(besonders bei ungesetzmässiger Begrenzung) anzuwenden 
vermag ; 

IV. ob und in welcher Art die wissenschaftliche 
Erdkunde von jenen Formeln (10 — 13, oder 16) 
Gebrauch machen kann. 

Was Nr. II anlangt , so lassen sich mittelst der genannten 
Gleichungen sofort Näherungsformeln für 

ff{x) dx 

a 

angeben, weil das bestimmte Integral bekanntlich als Flächeninhalt 
aufgefasst werden kann (wobei die Stetigkeit der betreffenden Func- 
tion gehörig zu berücksichtigen ist). Man sehe hierüber, wenn 
nöthig: Weisbach, theoretische Mechanik, Seite 50 und 51 der 
5. Auflage, wo auch ein Zahlenbeispiel, nämlich 

dx 



I 



X 

1 



sich vorfindet. 

Der § 127 desselben Werkes möge Verwendung finden, falls 
man bezüglich der unter Nr. III genannten Schwerpunkts- 
ermittelungen Belehrung braucht. 

Nr. IV anlangend empfiehlt sich die Benutzung von: Günther, 
Geophysik, Bd. 1, S. 293. 
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§ 6. Einsclialttiiigsverfaliren. 

(Interpolationen .} 

A, 

Bei Untersuchungen, welche den Naturwissenschaften, der 
Technik oder anderen Gebieten der angewandten Mathematik an- 
gehören, tritt oft der folgende Fall ein : 

Man kennt, von irgendwo her, etwa aus Beobachtungen, 
drei zusammengehörige Werthe 

Xq und yQj Xi und yi, x^ und y^ 

zweier veränderlichen Grössen x und y, man weiss ferner (oder 




Q Q, 



man nimmt aus genügend guten Gründen an), dass in Bezug auf 
das unbekannte Gesetz 

nach welchem y von x abhängt, die allgemeine Form 
2) y = a + ßX'\'Yx^ 

als geltend vorausgesetzt werden darf, wobei a, /? und y unbekannte 
Coefficienten sind. (Vergleiche § 21 des I. Theiles dieses Werkes.) 

Im Sinne der analytischen Geometrie ausgedrückt, heisst Das 
(unter Benutzung eines rechtwinkligen Achsensystems) : Die Lage 
dreier Punkte, Po» ^i ^^^ ^2? siehe Fig. 6, ist gegeben, man 
kennt nämlich (bezogen auf irgend einen Ursprung A) die 

Coordinaten 

2* 
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ÄQq=Xo und QoPo=yof 
ÄQi=Xi und QiPi=yif 
ÄQ2=X2 und Q2 Pa = ya ; 
ferner weiss man von der unbekannten Gleichung der Linie 
PoPiPa, dass für sie die allgemeine Form Nr. 2 vorausgesetzt werden 
darf (waS; bei geringen Kiümmungen^ mindestens näherungsweise 
zulässig ist). 

Es handelt sich nun 
I. darum, unter Ausnutzung der obigen drei Werthepaare und 
unter Festhaltung der Voraussetzung Nr. 2, den zwischen 
X und y bestehenden mathematischen Zusammen- 
hang zu berechnen y also diejenige Gleichung (Inter- 
polationsformel) zu ermitteln, welche das zu 

irgend einem Werthe 

x = ÄQ 
der unabhängigen Veränderlichen gehörende y (d. i. QP) 
liefert ; 
ferner braucht man, in demselben Sinne, 

II. einen Mittelwerth aller derjenigen (unendlich vielen) y, 
welche zwischen yo und y^ liegen, nämlich die Höhe 

ym=QoIio 
desjenigen Rechtecks Qq Pq ^ Q2 7 welches denselben In- 
halt hat, wie die Fläche QqPqPiPP^Q^. 
Lösung. I. Wir legen, zur Vereinfachung, den Coordinaten- 
anfang von A nach Qq, verkürzen mithin alle x um den Werth Xq* 

Femer bezeichnen wir ^0 Qi iiait |i , Qq Q2 mit ^a y QoQ 
mit I, so dass also 

3) ^i=a;i— a^o, 

4) ^2=^2— Xq, 

5) ^ =x — Xq. 
Die Voraussetzung Nr. 2 hat dann die Form 

6) y = a+ß^ + y^^ 

und es bestehen für die Coefßcienten a, ß, y die Bediugungsgleichungen 

7) ^0 = a, 

8) 2^i=« + /?li + y|iS 

9) 2^2=a + i^l2 + y|22^ 
Aus denselben folgen die Werthe 

10) a = yo» 



Ginfache Integrationen. 21 

11% ^ (yi — yp) ii^ — (y» — yp) ^» ' 

^^^ ^- (1.-^01«^. ' 

.„X (yi — yo) I» — (ya — yo) li 

Die gesuchte Einschaltungsgleichung (Interpola- 
tionsformel) lautet mithin: 

idx „_„ , (yi-yo)gi»'-(y» — yo)li' i, 

. (yi — yo) ^ä — (ya — yo) gi t, 
"*■ (li-gs)!.!» ^' 

wobei ^, |i und ^3 die durch Nr. 3, 4 und 5 angegebene Be- 
deutung haben. 

II. Bezeichnet man mit S den Inhalt der Fläche QqPqPi PP2 Q2? 
80 ist der gesuchte Mittelwerth bestimmt durch die Gleichung 

14) ym = -T-7 
wobei 

15) S = /(a + ß^ + y^^)d^. 



Aus Nr. 15 folgt, wenn man die Integration ausführt, die Werthe 
Nr. 10 — 12 einsetzt und dann die Glieder in geeigneter Weise 
anordnet, 

iA\ o— f yp + ya , (yi — yo)g2 — (^2 — yo)gi ^ 1 1 

i6)s-|-^— + — 6i.(?2-ix) — ^'r 

als Inhalt der Fläche Q0P0P1PP2Q2* 

Hierin bedeutet nach dem Ausmultipliciren mit ^27 ^^s erste 
Glied die Fläche des T r a p e z e s Q0P0P2 Qir also das zweite die- 
jenige Ergänzung, welche der genannten Trapezfläche beigefügt 
werden muss, nämlich den Inhalt des Segmentes PoPiPP^Pq, 

Für den gesuchten Mittelwerth hat man nun, laut 14 
und 16, 

17\ .i _ yo + y^ I (yi — yo)^2 — (^2— yo)gi ^, 
10 ym- 2—+ 6?x(i2-gi) ^^- 

Er hat die Form des mit einer Berichtigung versehenen 
arithmetischen Mittels der Werthe ifo und ^2« 
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B. 
Das unter A für y und ym Gefundene möge nun angewendet 
werden 

I. auf den besonders oft vorkommenden Fall, in welchem y^ 
gleich weit von y^ und y^ absteht , also Q^ Qi = 
Qi Q2 ist ; 
II. auf den, dass sich die Unterschiede ^2 — yo ^^^ Vi ~ Vo 
zu einander verhalten, wie x^ — Xq zu Xi — Xq* 

Lösung. Im ersten Falle, also wenn die zu berücksich- 
tigenden Beobachtungen oder Messungen gleich weit von ein- 
ander abstehen, geht die Einschaltnngsgleichung Nr. 13 
über in: 

§2 Sa^ 

die Mittelwerthsgleichung Nr. 17 in: 



19) Vm =- — g 

Letztere stimmt, wie es sein muss, überein mit der Gleichung 9 
des § 5, wo ym mit t] bezeichnet wurde. 

Im zweiten Falle lautet die Interpolationsformel: 

20) y=yo + ^^^i, 

die Mittelwerthsgleichung: 

^1; ym = — 2 — 

Beide Ausdrücke werden sofort durch die Anschauung 
bestätigt, wenn man beachtet, dass in diesem II. Falle die drei 
Punkte Po, Pi und P2 in einer geraden Linie liegen. 

C. 

Für die Praxis der Einschaltungen möge noch auf 
Folgendes hingewiesen werden : 

I. Von den Gleichungen Nr. 20 und 21 ist auch Gebrauch 
zu machen , wenn nur zwei Werthepaare vorliegen (nicht deren 
drei). Fälle dieser Art sehe man z. B. in dem „Leitfaden der 
praktischen Physik" von Kohl rausch, auf S. 27 und 227 der 
fünften, oder auf S. 19, 24, 25 und 228 der sechsten Auflage. 
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II. Will man das Einschalten unter Berücksichti^junsr dreier 
Werthepaare durch Construction ausführen, statt durch Rech- 
nung, so thut man meist wohl, an Stelle von Nr. 2 die Annahme 
zu benutzen, dass die Punkte Po, Pi und Pg auf einem Kreis- 
bogen liegen (statt auf einer Parabel). Letzterer ist bekannt- 
lich sehr bequem construirbar. 

III. Wer Näheres über Einschaltungen kennen zu lernen 
wünscht, der benutze : Weisbach, theoretische Mechanik, Seite 
71 — 74 der 5. Auflage ; oder : K u n z e k , Studien aus der höheren 
Physik, Abschnitt I, §3 — 5, wo sich (auf S. 12) ein die Dich- 
tigkeit des Wassers betreffendes Zahlenbeispiel vor- 
findet. Ferner beachte man , graphisches Interpoliren an- 
langend : die im ,, Literaturverzeichnisse* (am Ende dieses Buches) 
genannte Arbeit von R. M e h m k e. 



§ 7. Mittelwerthe von Grössen, welche von nnr einw 

Veränderliclien abhängen *). 

A. 

Eine veränderliche Grösse y (z. B. eine Temperatur, eine 
Geschwindigkeit, oder eine Kraft) möge nach irgend einem 
Gesetze von einer anderen Veränderlichen x (z. B. von der Zeit) 
abhängen ; es sei also 

1) _ y=^n^)- 

Denkt man sich x und y als rechtwinklige Coordinaten , so 
bedeutet die Gleichung Nr. 1 bekanntlich eine ebene Curve. Sie 
möge in der Fig. 7 (S. 24) durch ÄPB dargestellt sein. 

Der unabhängigen Veränderlichen x (also z. B. der Zeit) soll 
hierbei ein bestimmter Spielraum, etwa der von 

Xq = OÄ bis Xi = OB', 
vorgeschrieben sein; ferner möge vorausgesetzt werden, dass die 
Function f (x) innerhalb desselben eindeutig und stetig (continuir- 
lich) sei. 

Jenen Spielraum wollen wir uns in n gleiche Theile 
getheilt denken, deren jeder den Werth z/ x haben möge 
(z. B. werde die Zeit in Sekunden getheilt gedacht). 



*) Man vergleiche § 29 und 31. 



u 
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Zu dem Anfange eines jeden derartigen Theilea ^X gehört 
dann ein Wertb von p, welcher leicht der Gleichung 1 entnommen 
werden kann. 

Man berechne non 
I. das arithmetische Mittel, fi, dieser n Werthe von 
y unter der Voraussetzung, dass n eine endliche 
Zahl sei ; 

IL unter der Annahme, dass n unendlich gross, also 
^X unendlich klein werde, es sich mithin um das arith- 
metische Mittel aller derjenigen y-Werthe handle, welche 
innerhalb des tiir x vorgeschriebenen Spielraumes liegen. 




Spielraul 



Lösung. I. Die za den Anfangspunkten der » Theile des 



= Ä'B- 



gehörenden Werthe von y sind, laut Gleichung 1 : 

fixo), fixo~\-Jx), f(xa-\-2Jx), nxa+[n-l]^x). 

Das gesuchte arithmetische Mittel derselben ist mithin 
2) 



n. Für « := oo wird /.i zu dem Grenzwerthe der rechten 
Seite der Gleichung 2, also 
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3) 

n 

n= 00. 
Da nun 

nJx = Xi — Xq 
ist, mithin 

Xi — Xo 

Jx 
so entsteht, wenn man das einsetzt, 

.. j. {f{a^)+f(xo-]-Jx) + ...+fixo+[n-l]Jx)}Jx 

4) ^4= Lim , 

Xi — Xq 

n= 00. 
Aus Nr. «3 wird also, zufolge des Begriffes des bestimmten 
Integrals, 

oder 

6) {xi — Xo) fz=^ /f{^) ^^ • 

Xq 

Da das rechts stehende Integral den Inhalt der Fläche 
Ä'A PB B' bedeutet und Xi — Xq die Länge ihrer Grundlinie, so 
hat man durch Nr. 5 oder 6 den Satz : das (im Sinne des 
Vorhergehenden genommene) arithmetische Mittel, 
der unendlich vielen y-Werthe, welche innerhalb 
des von Xq bis Xi reichenden Spielraumes der un- 
abhängigen Veränderlichen (x) liegen, ist gleich 
der Höhe desjenigen Rechtecks, welches jenen 
Spielraum zur Grundlinie und mit der über ihm 
liegenden Curven fläche {AAP BS) gleichen In- 
halt hat. 

Die im Vorausgehenden behandelte Herleitung eines derartigen 
„Mittelwerthes" erfordert mithin stets eine Flächen- 
inhaltsbestimmung (Quadratur) *). Wenn es sich z. B. unter 



*) Wer kennen lernen will, wie sich Mittelwerthe auf elementare 
Weise (ohne Integralrechnung) herleiten lassen, der studire: Schlömilch, 



algebraische Analysis, Gap. lY. 
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Zugrundelegung des Mariotte-schen Gesetzes, um die 
Berechnung eines mittleren Gasvolumens handelt / so ist 
(im Wesentlichen) diejenige Inhaltsermittelung auszuführen, welche 
im § 3 unter I. besprochen wurde. 

B. 

Im geometrischen Sinne genommen, giebt die Gleichung 
Nr. 5 das arithmetische Mittel derjenigen Ordinaten eines begrenzten 
Curvenbogens (Ä B der Fig. 7), welche zu unendlich vielen gleichen 
Theilen der auf die o;- Achse bezogenen Projection (-4'5) jenes 
Bogens gehören. Für die Ordinaten, welche gleichen Theilen des 
Bogens zukommen, ergiebt sich im Allgemeinen ein von dem 
ersten abweichender Werth des arithmetischen Mittels. 

So ist es auch in anderen Fällen. Soll daher der „Mittel- 
werth^^ irgend einer Grösse eindeutig bestimmt sein, so muss 
man sagen , in welchem Sinne er gemeint wird , muss ihn also 
genau definiren. Näheres hierüber enthalten die folgenden 
Paragraphen (Nr. 8 — 11), welche Mittel werthe aus verschiedenen 
Gebieten der Mechanik, Physik und Chemie, Geo- 
metrie und Geographie!*) betreffen. 

§ 8. Mittelwertli eines Yerticaldrnckes nnd eines 

Horizontalsclinbes. 

A. 

Zunächst möge das Vorhergehende Anwendung finden zur 
Berechnung der Mittel werthe D^ und Sfi derjenigen Vertical- 
drücke (D) und Horizontalschübe (S), welche die unver- 
änderliche Kraft K (Fig. 8, S. 27) erzeugt, wenn sie nach und 
nach unter allen Winkeln, die zwischen t(? = und w = 90^ 
liegen, gegen die feste Ebene EE wirkt. 
Lösung. Es ist der Verticaldruck 
1) D = KBmWj 



*) Ueber das Vorkommen von Mittelwerthen in der wissenschaft- 
lichen Erdkunde (mittlere Thalhöhen u. s. w.) sehe man auch: 
Günther, Geophysik, Band 2, S. 111—112, 528—529. 

Ferner über die Mittelwerthe der Krümmung von Curven und 
Flächen: die im „Literaturverzeichniss"* genannte Abhandl. von Gz üb er. 
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n 



Dfji = — / Ksinwdw, 



also 
2) 






oder, auf drei Decimalstellen abgerundet, 
3) D^ = 0,637 5". 



Fig. 8, 




Ferner ist 



folglich 
4) 



71 



S^ = — - / KcoawdWf 



2 



S 



/* 



TT 



K. 



Die beiden Mittelwerthe sind also einander gleich (was auch 
der Anschauung entnommen werden kann) ; jeder derselben be- 
trägt nahezu 64 Procent, oder beiläufig "^jn der Kraft JS'. 



B. 



Ueberträgt man das unter Nr, 2 und 3 Gefundene aus der 
Mechanik in die Geometrie, so giebt es den Satz : Das 
arithmetische Mittel fi der unendlich vielen Or-> 



^ I 
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dinaten eines auf ein rechtwinkliges System be- 
zogenen Kreisquadranten (APB, Fig. 9) ist gleich 

2 

— des Halbmessers; 

n 



5) 



ju = — a = 0,637 a*). 



TT 



Flg. 9 



Dabei sind diejenigen Ordinaten gemeint, welche zu den Funkten 
gehören , die sich ergeben , wenn man die Peripherie des 

Vier telkr eis es in w gleiche 
Theile theilt und n ins Un- 
endliche wachsen lässt. 

Meint man hingegen diejenigen 
Ordinaten, welche den Punkten 
zukommen, die sich herausstellen, 
wenn der Halbmesser OÄ 
in n gleiche Theile ge- 
theilt wird, so ist das 
Mittel fii bestimmt durch die 
Gleichung 




a 



Man hat also dann: 

■ 

6) 







71 



f,ii= — a = 0,785 a. 



Der Unterschied dieser beiden Mittel ist sehr erheblich, 
nämlich : 

7) i"! —iW = 0,148«, 

beinahe 15 Procent des Halbmessers. Oder es ist das 

Verhältniss 

in 637 



8) 

also 
9) 



i^i 



785 ' 



fi =1= 81 o/o des fXi **). 



) In der Höhe — a liegt bekanntlich auch der Schwerpunkt des 



71 



Viertels der Kreisperipherie. 

** Durch das Zeichen =|= soll hier und im Folgenden „nahezu gleich" 
ausgedrückt sein. 
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Es empfielilt sich , die Richtigkeit der Gleichungen 5 und 6 
zu veranschaulichen, indem man 

I. die Peripherie APB, 
n, den Halbmesser OA 
des Viertelkreises in n (z. B. 8, oder 16) gleiche Theile theilt, 
die zugehörigen Ordinaten zeichnet , ihre Längen graphisch addirt 
und die so erhaltenen zwei Ordinatensummen vergleicht. 

Man führe Das durch für n == 8 und n = 16 , dabei etwa 
a = 1 Decimeter nehmend. Im ersten Falle ergiebt sicli für den 
Unterschied (.ii — /U, bei sorgfaltigem Zeichnen, ungefähr 13,6j im 
zweiten Falle etwa 14,4 Procent des Halbmessers. Die letztgenannte 
Zahl kommt dem durch Gleichung 7 angegebenen Wcrthe schon 
ziemlich nahe. 

C. 

Ist für den Winkel Wj unter welchem die Kraft K wirkt, 
allgemeiner der von Null bis Wx reichende Spielriaum vor- 
geschrieben (statt bis 90^, unter A)y so sind die Mittelwerthe 
2)^ und SfA selbstverständlich nicht mehr gleich. Man berechne 
dieselben für diesen allgemeineren Fall und zeige, dass in den Er- 
gebnissen die Gleichungen 2 und 4 enthalten sind. 

Lösung. Es ergiebt sich: 

10) D^=i:z^2!ifL^ 

und 

11) s^=^^^K. 

^ 

Für m;i = — gehen diese Werthe in Nr. 2 und 4 über. 

§ 9. Der mittlere Abstand einer Stelle der Erdoberfläche von 
allen Punkten des zugehörigen Meridians oder Parallelkreises. 

A. 

Wird ein bestimmt begrenzter B o g e n P© Pi fFig. 10, S. 30) 
einer ebenen Curve in n gleiche Theile getheilt und jeder 
Theilpunkt mit einem festen Punkte geradlinig verbunden, werden 
femer die Längen dieser Verbindungsgeraden mit ^o; ^u ^2y • • • • ^n— i 
bezeichnet, so ist der für 
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W= 00 

vorliegende Grenzwerth des arithmetischen Mittels 



n 



jener Strecken eine mittlere Entfernung des Bogens 
PqPi von dem festen Punkte 0*). 




Man nehme als Pol ^ irgend eine feste Gerade U als 
Achse eines Polarcoordinatensystems , bezeichne den Leitstrahl des 
allgemeinen Bogenpunktes P mit r, die zugehörige Anomalie mit 
0, die zu Po und Pi gehörenden Anomalien mit 0o? bezüglich 0i, 
die Bogenlängen Po P und Po Pi mit s und 5i. 

Sodann drücke man jene „mittlere Entfernung^ , welche q 
heissen möge, durch ein bestimmtes Integral aus. 

Lösung. Es ist 



1) 



Q = Lim ■ ' ■ j n = co . 

^ n 



Wird die Länge eines der n gleichen Theile des Bogens Po Pi mit 
z/Si bezeichnet; so hat man 

Si 



2) 



n 



J Si 



*) Wenn für die r ein anderes Vertheilungsgesetz vorgeschrieben 
wird (z. B. Gleichheit der Winkel, statt Gleichheit der Bogenlängen), so 
ergiebt sich (im Allgemeinen) auch ein anderer Mittelwerth. (Vergleiche 
§ 7, B.) 
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Das giebt: 

3) Q= Lim ' ' ^ 5i, n = 00 . 

Im Zähler steht hier (da n unendlich gross, also ^ Si un- 
endlich klein ist) eine Summe von unendlich vielen unendlich 
kleinen Theilen, deren jeder die allgemeine Form rds hat. Mithin 
ist Nr. 3 gleichbedeutend mit 



4) Q = —J rds, 



was man auch in der Form 

9i 



5) Q = — fr]/r^^r'^dd 



dr 
geben kann, wobei r' den Difierentialquotienten -r^ bedeutet, r in 

du 

der Form f (0) als bekannt vorausgesetzt sein möge und angenommen 

werden soll, dass die Function f innerhalb der Grenzen Oq und di 

stetig und eindeutig sei. 

Die Gleichungen 4 und 5 geben (unter den genannten Voraus- 
setzungen) den mittleren Abstand desBogensPoPiVon 
dem festen Punkte 0, oder den Mittelwerth der 
Leitstrahllänge aller Punkte von Po-Pi und zwar für 
jede auf Polarcoordinaten bezogene Linie. 

Nr. 4 stimmt im Wesentlichen überein mit der Gleichung 5 
des § 7 , welche , geometrisch aufgefasst , den mittleren Abstand 
einer Curve von einer Geraden (statt von einem Punkte) angiebt. 

B. 

In manchen Fällen sind für die Herleitung des Mittel- 
werthes q die Polarcoordinaten weniger vor t heilhaft als die r e c h t - 
winkligen. 

Es möge deshalb die Formel Nr. 5 für die Letztgenannten 
umgestaltet werden, wobei U (Fig. 10) die Richtung der positiven 
X sein soll und der Ursprung; ferner 

y = f{x) 

die Curvengleichung , die Function f aber stetig innerhalb der 
Grenzen 

OPo'=:Xo und OPi' = Xi. 
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Lösung. Die Fonnel Nr. 5 geht über in 



wobei ^ den Differentialquotienten 



dy 

dx 



bedeutet. 



C. 

Es möge nun, im Sinne des unter A und B Vorhergehenden, 
die Aufgabe gestellt werden, zu berechnen 

I. den mittleren Abstand q irgend eines Punktes der Erd- 
oberfläche von allen Punkten seines Meridians und zwar 
bis auf drei Decimalstellen des Halbmessers a der kugel- 
förmig vorausgesetzten Erde; 

II. denjenigen Winkel 0^ (auf ganze Minuten abgerundet), 
welchen eine von aus gezogene Sehne von der Länge q 
mit dem zu gehörenden Erddurchmesser bildet. 

Lösung. I. Wir nehmen den betreifenden Punkt als Pol, 
die Richtung OM (Fig. 11) des zugehörigen Erddurchmessers als 

Fig. 11. 




Polarachse und ziehen (aus naheliegendem Grunde) nur die eine 
Hälfte des Meridians in Betracht. 

Dann tritt an die Stelle der Gleichung 5: 



Einfache Intdgrationett. 33 



71 



1 ; . 

7) Q = ryr^ + r'^de, 

na J 



wobei 

8) r = 2acosö 
ist. 

Hieraus folgt: 



4a 



71 

2 



Q = / COSÖ(?ö, 



also 



9) 9 = — ^y 
oder, auf drei Decimalstellen abgerundet, 

10) Q = 1,273 a. 

Das enthält den Satz : Der mittlere Abstand q ist der 
Halbmesser eines Kreises, dessen Umfai^g dem 
Vierfachen des Erddurchmessers gleichkommt. 

II. Für den Winkel ö« » unter welchem q gegen den Durch- 
messer OOi (Fig. 11) geneigt ist, ergiebt sich leicht 

11) e^ = 500 28'. 

B. 

I. Mit dem durch die Gleichung Nr. 9 erhaltenen mittleren Meri- 
dianabstande vergleiche man diejenigen Werthe, fx und flu welche in 
den Gleichungen 5 und 6 des § 8 enthalten sind. Letztere geben 
(unter zwei verschiedenen Voraussetzungen) den mittleren Abstand 
eines Meridians von einem seiner Durchmesser, also von einer 
Geraden, während durch Gleichung 9 der mittlere Abstand von 
einem Punkte (und zwar von einem solchen des Meridians selbst) 
gegeben ist. 

II. Geht man zur Ableitung des Werthes 9 von der Gleichung 4 
ans, statt von Nr. 5, so ergiebt sich: 



na 



12) Q = -- fräs, 


Fährmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Thl. II 
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wobei nun r als q> (s) angegeben werden muss, also OP (Fig. 11) 
als Function des Bogens Oi P. Unter Benutzung der Beziehung 

13) 8 = aw — 2ae 

führt das auf die Gleichung 

na 



14) = I COB^r—ds 





und von dieser auf Nr. 9. 

Man unterlasse nicht^ das hier Angedeutete vollständig durch- 
zuführen. 

III. Femer zeige man, dass sich — und zwar auf sehr 
einfache Weise — der Werth 9 ableiten lässt, wenn für die 
Gleichung Nr. 4 der Centriwinkel w (Fig. 11) als unabhängige 
Veränderliche benutzt wird. Man kommt hierbei auf 

71 


und damit wieder auf Nr. 9. 

IV. Endlich möge empfohlen werden, die Gleichungen 10 
und 11 auf dem Wege des Construirens zu prüfen; Nr, 10, 
indem man den Halbkreis OPOi (Fig. 11) in eine hinreichende 
Anzahl gleicher Theile (zunächst etwa 8, oder 16) theilt unid die 
zugehörigen Strahlen (OP) graphisch addirt; Nr. 11 durch Be- 
nutzung eines Transporteurs. 

E. 

Wer sich eingehender mit Untersuchungen beschäftigen 
will, welche den mittleren Abstand einer Linie von einem Punkte 
betreffen, der benutze folgende Literatur: 

Drobisch, über die mittleren Radien u. s. w. (Siehe 

„Literaturverzeichnisse). 
Schlömilch, Uebungsbuch, Theil II, § 33. 

B e r m a n n , zur Lehre vom mittleren Radius. Liegnit:^, 
1888. (Diese Schrift behandelt mittlere Radien unter 
Zugrundelegung von vier verschiedenen Ver- 
theilungsgesetzen der Strahlen.) 



Einfaclie Integrationen. 35 

C z u b e r , geometrische Wahrscheinlichkeiten . . . . ; 1884. 
(Die Seiten 184 — 244 enthalten sehr viele Sätze 
und Aufgaben bezüglich geometrischer Mittel- 
wert h e.) 



§ 10. Mittlere Gescliwliidlgkeiten. 

A. 

Ein Punkt möge eine im Allgemeinen krummlinige Bahn^ von 
der (als eine Veränderliche aufzufassenden) Länge s, in der Zeit t 
durchlaufen. Seine Geschwindigkeit v soll hierbei veränderlich 
sein^ nämlich entweder nach irgend einem bestimmten Gesetze ab- 
hängen von der verflossenen Zeit, oder nach einem anderen Ge- 
setze von dem zurückgelegten Wege ; es soll also v bekannt sein 
in der Form f(s) , aber auch in der Form q) (f). 

Denkt man sich dann die Bahnlänge s in n gleiche 
Theile, jeden von der Grösse ^s, getheilt und bezeichnet die an 
den Anfangspunkten dieser Theile herrschenden Geschwindigkeiten 
mit Vi, v^, . .. .Vni so ist die „mittlere Geschwindig- 
keit '% welche ^« heissen möge , naturgemäss definirt durch die 
Gleichung 

1) [X, — ' ^ , rj=QO , 

Vit 

nämlich als Grenzwerth des arithmetischen Mittels der 
sämmtlichen v. 

Denkt man sich hingegen die zur Durchlaufung von s nöthig 
gewesene Zeit ^ in n gleiche Theile, jeden von der Grösse J t ^ 
getheilt und nennt die an den Anfangen dieser Zeitabschnitte herr- 
schenden Geschwindigkeiten v'i, t/a» • • • • ^n? so definirt die Gleichung 

2) (Mt= '- ' ,W=oo, 

w 

in natürlicher Weise die ,,mittlere Geschwindigkeit^ 
(welche hier ^t genannt worden ist). 
Man leite nun 

I. aus Nr. 1 und 2 Formeln ab, welche ^« und (Xt durch 
je ein bestimmtes Integral ausdrücken ; 
hierauf wende man 

3* 
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IT. diese Formeln an auf den freien Fall ohne Anfangs- 
geschwindigkeit; bestätige auch bierfür die Ergebnisse 
durch eine graphische Darstellung, zeichne näm- 
lich die beiden Linien, welche die Fallgeschwindigkeit als 
Function der Zeit, bezüglich als Function des zurück- 
gelegten Weges darstellen, beides für eine ganz bestimmte 
Zeit, etwa für ^=4 Sekunden. 

Lösung. L Es ist (man vergleiche § 7) 

3) Us = Jjim ' ■ Js, 

' s 

also 

8 

^) /M, = — J vds, 



wobei vorausgesetzt wird, dass v abhängig vom zurückgelegten 
Wege, mithin in der Form 

5) v = f(.s) 

gegeben sei, daher statt Nr. 4 

8 



geschrieben werden kann. 
Hingegen ist 

fit = Lim ■ ~ ^tf 

V 



7) 
also 



8) fit=—Jvdt; 



dabei 

9) v=^ip{t), 
büthin Nr. 8 so viel wie 



t 



10) fit = l-Jq>(t)dt. 





Die Gleichungen 8 und 10 definiren die „mittlere Ge- 
schwindigkeit'' fit in der in der Mechanik allgemein 
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üblichen Weise"*), nämlich als Höhe desjenigen Bechtecks; 
dessen Grundlinie die verflossene Zeit und dessen Inhalt gleich der 
Fläche derjenigen „Gesohwindigkeitscurve^ , deren Abscissen die 
Zeiten und deren Ordinaten die als Functionen der Zeit aus- 
gedrückten Geschwindigkeiten sind. 

Oder, was Dasselbe ist; es sagen die Gleichungen Nr. 8 
und 10 : die mittlere Geschwindigkeit [Xt ist diejenige Geschwindig- 
keit, welche vorhanden sein mösste, wenn der Weg s in der Lauf- 
zeit t gleichförmig (mit unveränderlicher Schnelle) zurück- 
gelegt werden sollte. Die Fläche der vorgenannten Curve stellt 
nämlich bekanntlich den zurückgelegten Weg s dar. (Man ver- 
gleiche § 4, A.) 

Hingegen geben die Gleichungen Nr. 4 und 6 die mittlere 
Geschwindigkeit fi^ als Höhe eines Rechtecks, dessen Grundlinie 
die Weglänge s und dessen Inhalt gleich der Fläche derjenigen 
Geschwindigkeitscurve, deren Abscissen die zurückgelegten Wege 
und deren Ordinaten die als Functionen des Weges ausgedrückten 
Geschwindigkeiten sind. 

Diese durch die Gleichungen Nr. 4 und 6 gegebene Begriffs- 
erklärung der „mittleren Geschwindigkeit'' hat vielleicht für die 
Mechanik keinen praktischen Werth, doch hat sie theo- 
retischeslnteresse. 

U. Beim freien Falle (ohne Anfangsgeschwindigkeit) ist 
bekanntlich 



11) 

und 
12) 

mithin, gemäss Nr. 4, 


v=i/2gs 
v = gt; 


13) 

hingegen, laut Nr. 8, 

14) 


(Mt = ^gt 



Die eine „mittlere Geschwindigkeit'' beträgt also zweiDrittel, 
die andere nur die Hälfte der Endgeschwindigkeit. 

Graphische Darstellung (in der durch die Aufgabe 



*) Man vergleiche: Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte; 
S. 107 der ersten, oder Bd. 1, S. 193 und 194 (§ 8) der zweiten Auflage. 



V 
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verlangten Weise) giebt bei ^, als G^Bchwindigkeitslinie eine ge- 
meine Parabel von der Gleichung Nr. 11; dabei 

15) i", = 26,16 Meter , 

wenn 

16) 9' = 9j81 Meter 

genommen wird, was bekanntlich für mittlere Breitengrade Europas 
Giltigkeit hat. 

Für (.it hingegen ist die Geschwind igkeitscurve eine durch 
den Coordinatenanfang gehende Gerade (Gleichung 12). Ferner 
ergiebt sich : 

17) Ht = 19,62 Meter. *) 



Da bekanntlich 



V 



B. 
ds 



also 

t 



ist, so folgt aus Nr. 8 oder 10: 



dt' 

8 

ds 



J V 



18) f^^=-^ 



rds 

J V 



V 


Diese Gleichung hat zur Anwendung zu kommen, wenn v als 
Function des Weges , also in der Form Nr. 5 , gegeben ist , man 
aber nicht /i« , sondern f^t , haben will. 

Für den freien Fall giebt das: 

19) ^,= __!_, 

J-äs 



also 



V2gs 



20) fi,= ^i/2gs = ^v 

Übereinstimmend mit Nr. 14. 



*) Es empfiehlt sich, die graphische Barstellung vollständig durch- 
zuführen, indem man die beiden Geschwindigkeitslinien für den Zeitraum 
von 4 Sekunden in geeignetem Maassstabe aufzeichnet und alle Maasse 
einschreibt. 
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§ U. Mittlere Beactionsgescliwindigkeiten diemisclier Vorgänge. 

A. 

'Es möge nun imSinne des vorhergehendenPara- 
graphen die mittlere Geschwindigkeit eines e h e m i - 
sehen Vorganges durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt 

» 

werden 

I. unter der Voraussetzung , dass die dem betreffenden Vor- 
gange eigenthümliche Geschwindigkeit v als Function dei 
Zeit ty nämlich durch eine Gleichung von der Form 

1) v=nt) 

bekannt sei^ für die Zeit der Spielraum von to bis ti vor- 
liege und man das arithmetische Mittel aller derjenigen 
v-Werthe meint ^ welche zu den unendlich vielen von 
t=ito bis ^=^1 liegenden Werthen der Zeit t gehören; 
II. unter der anderen Voraussetzung, dass man jene Ge- 
schwindigkeit als Function der bereits gebildeten Menge r 
des Reactionsproductes, also in der Form 
2) v = g> (r) 

kenne, für den von Tq bis Ti reichenden Spielraum den 
Mittelwerth von v meine und ihn definire als arithmeti- 
sches Mittel aller v - Werthe , welche den unendlicl^ vielen 
von r = rQ bis r-=ri liegenden r- Werthen entsprechen. 
Die bei I sich ergebende mittlere Reactionsgeschwindigkeit 
möge fit heissen, während die bei II geltende fir genannt 
werden soll. 

Man wende dann 

III. die für ^i und fir gefundenen Werthe auf denjenigen be- 
sonderen Fall an, welcher im § 14 des ersten 
Theiles dieses Werkes unter I behandelt worden ist, näm- 
lich auf die Lösung von Calciumcarbonat in 
Salzsäure. 

Nachher benutze man die Ergebnisse, um für diesen besonderen 
Fall abzuleiten : 

IV. die mittlere Reactionsgeschwindigkeit , m< , bezüglich der 
ersten t Zeiteinheiten der Dauer des chemischen 
Vorganges, wie auch den entsprechenden Mittelwerth, nh, 
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für die Bildung der ersten/* Moleküle des Reac- 
tionsproduktes. 

Endlich wende man das für m^ und mr Gefundene 
an auf den Fall if = oo . 

Lösung. Die beiden Mittelwerthe sind; gemäss § 7^ aus- 
gedrückt durch die Gleichungen 

1 r 

und 

Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall ist, nach 
TheU I, Seite 22, Gleichung 3, 

-, cP - — 

5) « = -p-e 

und, nach Seite 23; Gleichung 6, 

6) v = ^{P-2r), 

wobei Pf V und c die am Anfange des § 14 des I. Theiles an- 
gegebene Bedeutung haben. 

Aus den Gleichungen Nr. 3 und 5 folgt: 

also 

was auch in der Form 

gegeben werden kann, wenn man mit t^o und Vi die zu den Zeiten 
to und ti gehörenden Reactionsgeschwindigkeiten bezeichnet (mit l 
den natürlichen Logarithmus). 



•) Näheres: Zeitschrift für physikalische Chemie, Bd. IV, 
S. 520. (Abhandlung von A. Fuhrmann.) 
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Betreffend den unter der zweiten Voraussetzung geltenden 
Mittelwerth geben die Gleichungen Nr. 4 und 6: 

10) Air=|r(P-ro-r,). 
Das ist, laut Nr. 6^ so viel wie 

11) A^= — 2 — • 

Dieses Ergebniss wird durch die Anschauung bestätigt , wenn 
man beachtet, dass die Gl. 6 eine Gerade bedeutet; wenn v und 
r als rechtwinklige Coordinaten aufgefasst werden. 

Femer erhält man aus Nr. 8: 



12) nit 



=Ä{-«-^} 



als die auf die ersten ^Zeiteinheiten bezogene mittlere 
Reactionsgeschwindigkeit ; hingegen^ aus 10; bezüglich der Bildung 
der ersten r Moleküle des Chlorcalciums : 

13) mr= ^ y \ 

Für eine unendlich lange Zeit liefern diese Gleichungen die 
Werthe 

14) mt = 

und (laut § 14, Nr. 1 des ersten Theiles dieses Werkes) 

cP 



15) Wr = 



2F* 



B. 
Das Ergebniss Nr. 14 ist nicht widersinnig. Es sagt näm- 
lich nur, dass die mittlere Geschwindigkeit mt gegen Null con- 
vergirt; wenn t ins Unendliche wächst. 

Da aber mt bekanntlich (man sehe § 7, j1) die Höhe des- 
jenigen Rechtecks ist; welches; bei gleicher Grundlinie; denselben 
Inhalt hat; wie die „Geschwindigkeitslinie'' (§ 4; A); so muss es 
sich in der That der Null asymptotisch nähern; denn die Grund- 
linie (t) ist unendlich grosS; der Inhalt; Stf aber endlich; nämlich 

16) Ä = iP. 
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C. 

Zur weiteren Einübung des Vorhergehenden möge noch die 
Aufgabe gestellt werden, die mittlere Reactionsgeschwindigkeit nit 
zu berechnen für den Fall, dass v nicht durch Nr. 5', sondern 
durch Nr. 6 gegeben sei, also mi durch r, statt durch t (Gl. 12), 
auszudrücken ist. 

Lösung. Man hat dann , entsprechend der Gleichung 18 
des vorausgegangenen Paragraphen, 

r 



17) Till = 



Das giebt, mit Nr. 6, 
18) mc = 



J V 



2cr 



VI 



P-2r 



D. 

Bezüglich derjenigen Analogien, welche zwischen der 
Geschwindigkeit einer Bewegung (§4, A; § 10) und 
der Reactionsgeschwindigkeit eines chemischen 
Vorganges (§ 11 ; ferner : Th. I , § 12) bestellen , ist immer 
das Folgende , von W. O s t w a 1 d und anderen hervorragenden 
Chemikern wiederholt Ausgesprochene, zu beachten : Die chemi- 
sche Geschwindigkeit hat nicht, wie die mechanische, die 
Eigenschaft, bei aufhörender Ursache unverändert fortzudauern ; 
sie ist stets der Ursache proportional und verschwindet mit ihr. 
Constant fortbestehende Kräfte erzeugen bei chemischen Vorgängen 
constante Geschwindigkeiten, was zu den betreffenden in der Me- 
chanik obwaltenden Verhältnissen im Gegensatze steht. Bestimmt 
durch die wirksamen Mengen der reagirenden Stoffe, lässt sich die 
Reactionsgeschwindigkeit zwar als Function der Zeit ausdrücken, 
indem man jene Mengen als Zeitfunctionen darstellt, hängt aber, 
ihrem eigentlichen Wesen nach, nicht von der Zeit ab , sondern 
von den Stoffemengen. 

Wenn man also den Begriff „Geschwindigkeit" aus der Me- 
chanik in die Chemie überträgt, so muss dem Vorgenannten 
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gehörig Beachtung gezollt werden , man muss sich daher fragen, 
ob die entwickelten Gleichungen nur im mathematischen 
Sinne Werth haben j oder ob sie auch im chemischen Sinne 
praktisch anwendbar sind. Von diesem Standpunkte aus das unter 
A bis C Stehende zu erwägen, möge ausdrücklich empfohlen sein. *) 



§ 12. Länge eines belasteten Stabes. 

Wird ein gerader prismatischer Körper, z.B. ein 
Stab oder ein Balken, an dem einen Ende {A ; Fig. 12) hori- 
zontal festgehalten (eingeklemmt, oder eingemauert), an dem anderen 



Hg. 12. 



B' X 




Ende (B) mit einem Gewichte P belastet, ao biegt sich derselbe, 
unter gewissen Voraussetzungen, nach einer Curve ÄQS , wekhe, 
bezogen auf das in der Figur angegebene Coordinatensystem , die 
Gleichung 

1) y = -^iSa — x)x> 

hat. Dabei bedeutet a die Abmessung AB' und e das „Elasti- 
citätsmoment^' ; beide Grössen sind mithin constant. **) 



*) Es gilt das auch für den im § 12 des ersten Theiles dieses 
Werkes genannten Begriff der Beschleunigung eines chemischen 
Vorganges. Er ist im mathematischen Sinne aufzufassen: als 
„Aenderungsgeschwindigkeit einer Function** (Schlömilch, 
Compendium der höheren Analysis, Bd. 1, S. 14.) nämlich der Reac- 
tionsgesch windigkeit. 

**) Näheres: Navier, Mechanik der Baukunst; 1879; § 86 (S. 42). 
Oder: Weisbach-Herrmann, theoretische Mechanik; § 235 d. 5. Aufl, 
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Man soll; durch unbestimmte Integration, 
I. die Länge s des zu ÄQ = x gehörenden Bogens Ä Q 
berechnen (ausgedrückt durch P, «, a, x) und zwar unter 
der Voraussetzung, dass, wegen der Kleinheit der Senkung 

B'B = Cf diejenigen Potenzen von 1/ ( d. i. -^ j gleich 

Null gesetzt werden dürfen, welche höher sind, als die 
dritte. 
Hierauf soll man 

II. das Resultat anwenden, um die ganze Länge ÄQjB = b 
auszudrücken, sowohl durch a, P und €, als auch durch 
a und c. 
Endlich möge 

III. eine der unter IL gewonnenen Gleichungen benutzt werden, 

um b durch Construction herzuleiten aus a und c* 
Lösung. Es ist bekanntlich*) 

Nach dem binomiachen Satze aber hat man, wemi die in der Auf- 
gabe bezeichneten Yemachlässigungen gestattet sind (vergl. Tbl. I, 
S. 132, Gl. 6): 

3) yi + y'^ = l+ky''- 
Das giebt, mit Nr. 1, 

4) s = fil + ^[2ax-xV)dx, 

also 

Pa 

5) 5 = a;+ -jön^ (^^»^ — lbax + 3 x^)x^, 

wobei die Constante der Integration abgeleitet ist aus der Be- 
dingung, dass für x = auch s = sein muss. 

Das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung 5 sagt hierbei, 
um wieviel die Bogenlänge (AQ = s) die Länge ihrer Horizontal- 
projection (Ä Q' = x) übertrifft. 

Für x=:a giebt Nr. 5: 

a^ P2 



*) Man sehe etwa: Schlömilch, Compendium der höheren Analysis; 
Bd. 1 ; § 83 der 5. Auflage. 
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Da, zufolge der Grleichung 1, die Beziehung 
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7) 



3e 



besteht, so lässt sich 5 auch in der Form 

3 c« 



8) 



J = a + 



ba 



geben. 

Die zweiten Glieder der rechten Seiten der Gleichungen 6 und 
8 drücken wieder aus , um wieviel die ganze Bogenlänge (A Q JB) 
grösser ist als ihre auf die X-Achse genommene Projection {AB'), 

Gemäss Nr. 8 ergiebt sich b durch Construction, wenn 
man in S auf der Sehne AJB eine Senkrechte errichtet. Wird der 
Punkt; in welchem Letztere die Abscissenachse schneidet, mit R be- 
zeichnet, so ist 

9) b = AS' + ljffR. 

Anmerkung: In Bezug auf Tangenten, Normalen 
und Krümmungshalbmesser der Linie AQB (Fig. 12) 
sehe man: Theil I, § 31. 



§ 13. Rectiflcation aufgehangener Fäden und Drähte. 

A. 

Zwischen zwei festen Punkten A und Ai (Fig. 13), die gleich 
hoch über einer wagerechten Geraden A*A\ liegen und den 




(horizontal gemessenen) Abstand 

AAi = 2 a 
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haben^ ist ein Faden oder Draht mit einer Einsenkungstiefe 

8B = b 
aufgehangen, welche, verglichen mit a, sehr wenig beträgt. Der 
Winkel t, den die Berührende des Fadens mit dem Horizonte 
bildet, hat also einen sehr kleinen Werth. 

Es soll die Länge 

jenes Fadens oder Drahtes berechnet werden und zwar, ausgedrückt 
durch a und h, 

I. unter der Voraussetzung, dass er als gemeineEetten- 
linie (Seilcurve) angesehen werden darf, 

II. unter der anderen, dass er sich als gemeine Parabel 
auffassen lässt. In diesem zweiten Falle sollen, weil t 
sehr klein ist, alle diejenigen Potenzen von tan t vernach- 
lässigt werden, welche höher sind als die zweite. 

Lösung. I. Für den Fall, dass der Faden oder Draht als 
gemeine Kettenlinie angesehen werden darf, nehmen wir die 
Richtung von SB als diejenige der positiven Y-Achse eines rechte 
winkligen Systems und denken uns die X-Achse derartig unter 
dem Scheitel S liegend, dass sie von ihm um den Parameter k der 
Curve absteht. 

Dann hat Letztere bekanntlich die Gleichung 

X X 



1) */""*■ I ~^\ 



in welcher e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet*). 
Aus ihr folgt (gemäss § 12, Nr. 2) für die halbe Fadenlänge 



a a 



2) ^"^YV ~^ )' 

Da, nach Gleichung 1, 



a a 



3) & + Ä = |(e*+. *) 

ist, so hat man: 

(6 + Ä;)2 — S2 = J2, 



*) Bezüglich der Ableitung der Gleichung Nr. 1 sehe man § 49, B. 
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daher 

4) s = Vb{b-\-2Jc). 

Die Gleichung Nr. 2 giebt die gesuchte Fadenlänge als Func- 
tion von a und k; Nr. 4 hingegen liefert sie als solche von b 
und Je» 

Es ist jedoch (laut Aufgabe) jene Länge als Function 
von a und h verlangt. Man hat also in dem betreffenden be- 
sonderen Falle die Zahlenwerthe von a und i in Nr. 3 einzu- 
führen^ dann k aus der so erhaltenen transcendenten Gleichung zu 
berechnen und das Ergebniss in Nr. 2 oder 4 einzusetzen. Kommt 
Das oft vor^ so thut man wohl Tafeln zu berechnen und dann 
auszunutzen. Ueber die Herstellung derselben sehe man: Fuhr- 
m a n n ^ Aufgaben aus der analytischen Mechanik, Theil I, S. 100 
der 2. Auflage, Punkt e. 

II. Im zweiten Falle ^ nämlich dann , wenn der Faden 
oder Draht als gemeine Parabel aufgefasst wird, denken wir 
uns die unter I. benutzte X-Achse bis in den Scheitel S ver- 
schoben, behalten aber die vorige Y-Achse unverändert bei. 

Dann hat die Linie die Gleichung 

5) x^ = 2py9 

-wobei x = P"P, y = SP" und ^ der Halbparameter ist. 

Für die halbe Fadenlänge s giebt Nr. 5, gemäss GL 2 und 
3 des § 12: 






mithin 



" '=<'(i+-^)- 



Da nun 



a^z=2ph, 
also der Halbparameter 

so ist weiter: 

«) »=«{'+1(1)'} 
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Die Fadenlänge (2 s) übertriflft hiernach die Spannweite (2 a) vaa 

46» . . 

-55 — , was sich bekanntlich sehr leicht construiren lässt. 
oa 

B. 

Will man eine Näherungsformel haben, die genauer ist 
als die Gleichung 9; so hat man bei der Umwandelung von 

y l-{-if'^ (§ 12, Nr. 3) in eine Reihe , mehr als zwei Glieder 
zu nehmen, also höhere Potenzen von tan t zu benutzen. Dann 
ergiebt sich: 

10) s = ajl + y-^— 5--^ + -| 

Näheres : W i n k 1 e r, Festigkeitslehre ; 1867 ; S. 258 und 259. 

C. 

Beispielsweise sei erwähnt, dass die Gleichung 9 Benutzung findet 
bei der Aufstellung oberirdischer Telegraphenleitungen. 
Dieselbe ist so vorzunehmen, dass der durch Temperaturerniedrigungen 
eintretenden Verkürzung der Drahtlängen gehörig Rechnung ge- 
tragen wird. Man sehe hierüber: Grashof, Theorie der Elasti- 
cität und Festigkeit; 2. Auflage (v. Jahre 1878) S. 47. 

§ 14. Bahnlänge eines sich bewegenden Punktes. 

Ein auf ein räumliches rechtwinkliges Coordinatensystem be- 
zogener Punkt P bewegt sich derartig, dass sein Abstand von der 
X^- Ebene proportional ist dein Quadrate der Entfernung von 

der r^- Ebene und für die Einheit dieser Entfernung gleich -= — ; 

femer die von ihm erstiegene Höhe (das 0) proportional der dritten 
Potenz des Abstandes von der Y^- Ebene und für die Einheit 

dieses Abstandes gleich -p: — -. 

I. Die Gleichungen der drei Bahnprojectionen des Punktes 

sind anzugeben ; 
II. die vom Coordinatenanfange ab gemeinte Bahnlänge s soll, 
ausgedrückt durch x und p, berechnet werden, wobei vor- 
ausgesetzt wird, dass p eine bekannte Strecke ist ; 
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endlich soll man 

III. sagen 9 in welcher Weise sich die Länge s aus den Ele- 
menten X und p construiren lässt, 

Lösung. Dem Wortlaute der Aufgabe entsprechend, ist 

1^ x^ 

die Gleichung der XY- Projection der Bahn des sich bewegenden 
Punktes; femer sind 

und 

die Gleichungen der auf die XZ-, bezüglich YZ- Ebene ge- 
nommenen Bahnprojectionen. 

Da nun, nach einem bekannten Satze der Integralrechnung *), 

den allgemeinen Ausdruck für die Bahnlänge darstellt, so ergiebt 
sich aus Nr. 1, 2 und 4: 



5) 


'-j{'+{p')' 


mithin ist 




•) 





wobei die Integrationsconstante ans der Bedingung 

^ = 0, wenn x = 
bestimmt wurde« 

Der Werth Nr. 6, oder 

7) s = X'^g^ 

lässt sich auf verschiedene Weisen aus x und p construiren, z. ß. 
so, dass man das zweite Glied in der Form 



*) Man sehe, wenn nöthig: Schlömilch, Compendium der höheren 
Analysis, Bd. 1, § 85 der 5. Auflage. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. D. 4 
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8) 



— X 

p 

6p 



x^ 



als vierte Proportionale der Strecken — , x und 6« ableitet. 

P 

Anmerkung. Man unterlasse nicht ^ diese Con- 

, struction, oder eine andere , vollständig durchzuführen; 

auch zeichnä man, bezogen auf ein rechtwinkliges Coordi- 

natensystem die drei Bahnprojectionen (gemäss Nr. 1 — 3) 

und die Bahn. 



§ 15. Gnbaturen, welche Flüssigkeitsmeiigen in bewegten 
nnd mhenden Gylindem betreffen. 

A. 

I» einem Cylind6r ÄBGD (Fig. 14), welcher sich um seine 
senkrechte Achse MN mit unveränderlicher Geschwindigkeit dreht, 
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.befindet sich eine homogene Flüssigkeitsmenge ÄESFD.. Der 
unterste Punkt ihrer Oberfläche (bekanntlich ein Rotationsparaboloid)*) 
steht vom Cylinderboden um JK 5 = Äo ab ; die obersten Punkte 
haben von jenem Boden die Entfernung hi = ÄE= DF. 



^) Man vergleiche § 40, A. 
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Es soll, ausgedrückt durch ho, hi und den Bodenhalbmesser 
Ji£A = ay die Flüssigkeitsmenge V berechnet werden, indem man 
sie zusammensetzt aus unendlich vielen Hohlcylindem, welche den 
veränderlichen Grundflächenradius MP^ = Xy die zugehörige Höhe 
JP'F=MF' = ^ und die Wandstärke dx haben. 

Lösung. Der körperliche Inhalt eines derartigen Hohl- 
cylinders hat den Werth 

1) dV=27iX0dx. 
Dabei besteht zwischen x und z die Beziehung 

2) x^ = 2p{0 — ho) , 

in welcher p den Halbparameter der auf das Coordinatensystem 
XMZ bezogenen gemeinen Parabel E SP F bezeichnet. Letzterer 
ist bestimmt durch die Gleichung 

3) a^ = 2p(h—Jio). 

Aus Nr. 1, 2 und 3 folgt, dass die Flüssigkeitsmenge ausgedrückt 

ist durch 

a 

4) V:=2nf(^^^^x^^ho)xdxr 



oder durch 

hl — n^J 
Beides giebt: 

6) F = 7ia^^!^, 

also den Satz : Das Volumen der in dem rotirenden Gefässe befind- 
lichen Flüssigkeitsmenge ist gleich demjenigen eines Kreiscylinders, 
welcher den Gefassboden als Grundfläche und das arithmetische 
Mittel der beiden Höhen %o ^^^ %i ^^^ Höhe hat*). 

B. 

Man löse nun, um sich an die Benutzung verschieden- 
artiger Volumenelemente zu gewöhnen , die unter A be- 
handelte Aufgabe nochmals und zwar 



*) Eine Anwendung dieses Satzes folgt im § 40 unter A, IL 

4* 
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il dadurch, dass man V als den Unterschied des Cylinders 
ÄEFD und des Umdrehungsparaboloids JE SF ansieht, 
letzteres zusammensetzend aus unendlich vielen unendlich 
dünnen kreisförmigen Scheiben, 
II. indem man V auffasst als die Summe zweier Inhalte, von 
denen der eine dem über die Bodenfläche um %o ^^^^ 
erhebenden Cylinder A TUD zukommt, der andere einem 
über ihm stehenden Körper TE SFÜ mit kreisring- 
förmigen Volumenelementen. 

Lösung. In dem Falle I ist 

h 

' 7) V='rta^hi — f 7ix^dz\ 

\ J 

K 

im zweiten Falle hingegen hat man : 

Selbstverständlich führt jede dieser beiden Gleichungen wieder auf 
den Satz Nr. 6. . . ^ ^ 

c. 

Der ruhende, schief liegende Kreiscylinder ABCD, von 
welchem die Figur 15 einen die Achse in sich enthaltenden ebenen 
Schnitt darstellt, enthält die durch DJ5^jP angedeutete Flüssigkeits- 



Ry. 75. 



Hl 




menge. Man soll das Volumen V der Letzteren durch die Ab« 
messungen DE=ay DF=h ausdrücken und dabei die" unend- 
lich dünnen, platt^tiförmigen Elemente wählen . \ 



Einfeu^he Integrationen. 
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I. in der Form von Dreiecken, welche der Schnittfigur 
DEF gleichgerichtet sind, 
II. als Rechtecke, senkrecht liegend zu der Geraden D JE. 

Lösung. Um die betreffenden Volumenelemente leicht zu 
erkennen, stellen wir die Hälfte der Flüssigkeitsmenge in der durch 
die Figur 16 angegebenen Weise dar. Dann haben wir für den 
Inhalt des dreieckformigen Elementes LMNi 

9) dV=\yisdXf 

wobei x = EL, y = LMj z = MN\ femer für den des recht- 
eckförmigen MMiNiNi 

10) ' dV=xzdy. 

Wegen der Beziehungen, welche zwischen Xy y, 0, a und b be- 
stehen und der Figur 16 leicht entnehmbar sind, folgt aus Nr. 9 : 




11) r=— f(a^ — x^)dx; 



hingegen aus 10: 

a 

b 



12) 



V=2~ JyVa'^-y^dy, 



Beide Gleichungen geben : 

13) F=|aä6, ' . ' ',. 

also den Satz : die Hälfte des Volumens F,' mithin der Inhalt Aft 
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Flässigkeitsmenge DEFLi der Figur 16, ist gleich demjenigen 
einer Pyramide^ welche das Quadrat von DE zur Grundfläciie und 
DF als Höhe hat*). 

D. 
Das unter C Behandelte möge jetzt verallgemeinert 
werden, indem die Aufgabe gestellt wird, die durch Fig. 17 an- 
gedeutete Flüssigkeitsmenge V zu berechnen, ausgedrückt durch 
die Abmessungen DO ^= G Ä = af DF=h, DE = c{<la). 



Hg. 17. 




Dabei sollen die unendlich dünnen, plattenförmigen Yolumenelemente 
wie unter C gewählt werden, nämlich 

I. in der Form von Dreiecken, gleichgerichtet der Schnitt- 
figur DEF {Fig. 17), 
IL rechteckförmig, nämlich senkrecht stehend zu DE, 

Das Ergebniss möge auf den besonderen Fall 

c = a 
Anwendung finden. 

Lösung. Stellt man die Sache in der durch die Fignr 18 
(Seite 55) angedeuteten Weise dar, so ergiebt sich leicht, dass das 
dreieck'fbrmige Volumenelement, LMNy den Inhalt 

14) d r== -^- {}/a^--x^ — a + c)a dx 

4U C 



*) Anmerkung. Ueber eine aus der Schwerpunktslehre sich 
ergebende Ableitung der Gleichung Nr. 13 sehe man: Weisbach- 
Herrmann, theoretische Mechanik, Seite 238 und 239 der 25. Auflage. 
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hat, wobei x = OH=EL ist ; das rechteckfönnige, MMi Ni JV, 
hingegen besitzt das Volumen 



15) 



<?7= — (y — a+c)J^aä — y»fl[y, 
c 



in welchem letzteren Werthe y die Strecke HM bezeichnet. 




ÄL-+2C 



Aus Nr. 14 folgt: 

VeCIa — c) 

16) F= —f iVa^ — x^ — a + cydx; 



aus 15: 

17) r=—f(tf-a-\-<-)Va^ — y^dy. 

a — c 

Die Durchführung der Integration, bei welcher von der bekannten 
(leicht geometrisch ableitbaren) Formel 

18) /y^a^^u^ du = \\u y^ a^ — u^ + a^ arc sin— l 

Gebrauch zu machen ist, führt bei Nr. 16 auf: 

h {3a^ — 2ac-}-c^)yc(2a — c) 

19) V = — \ . . . yc(2a — c) 

c — a2(a — c)arc8m-?^ — ^ ^ 



a 
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jbci Nr. 17 liefert sie: 

, U{3a^ — 2ac-\-c^) ^ c(2a — c) 



20) V= — 



a — c 
— a^{a — c) ftrc cos ^ 



> • 



Diese Ergebnisse stimmen ^ was man sofort erkennt, überein 
und lassen sich, wenn 

21) arc EG Li =y 

gesetzt wirdy in der Form 

22) V=—{i (3aa — 2ac + c«) >^ c (2« - c) — a» (a — c) y} 

darstellen. 

Für den besonderen Fall 

liefern die Gleichungen 19, 20 und 22 wieder Nr. 13. 



E. 

Benutzt man den Winkel DEM (Fig. 16) als unabhängige 
Veränderliche und nennt ihn q>f so gehen die Gleichungen 11 und 
12 über in 



TT 



23) 

bezüglich 

24) 



V = a^b I coB^q)dq> 



n 

T 



V=2a^b / sin^ycosqpdy. 



Femer verwandeln sich, wenn der Winkel DOM der Figur 18 
in derselben Weise verwendet und ebenfalls mit q) bezeichnet wird, 
die Gleichungen 16 und 17 in 



arc C06 



a — c 



25) 

und 
26) 



V= / (acoBq) — a-{-cycoaq>dfp 

C %f 







arc C08 



a — c 



,, 2a^b r, " . ^ . , ^ 

V= / (acosqp — a + c) sm^ qp rf qp. 
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Man unterlasse nicht^ Dies nachzuweisen; zeige alioh^ dass bei der 
Durchführung der Integrationen die Gleichungen 23 und 24 wieder 
auf Nr. 13 fähren, die Grleichungen 25 und 26 auf Nr. 22 ; . letztere, 
wenn von den bekannten Formeln 

27) ycoss q)dq) = -^Bmg) (cos^ y -]- 2) = sin qp (1 — ^ sin^ qp), 

28) ycos^ q)dq) = \ (sin y cos qp -f- (p)y 

29) ysin^ q)d<p = j (g) — sin qp cos q)) 
Grebrauch gemacht wird. 

§ 16. Complanationeiir 
A. 

Zunächst möge der Oberflächeninhalt 12 der im § 15 unter A 
behandelten Flüssigkeitsmenge berechnet werden, ausgedrückt 
durch MÄ = a (Fig. 14 auf Seite 50) und hi — Äo = c. 

Lösung. Wird die Länge des Bogens SP mit s bezeichnet, 
so gilt für den Inhalt desjenigen Oberflächenelementes, welches bei 
einer vollen Umdrehung des Differentials von s sich erzeugt, die 
Gleichung 

1) dB = 27Cxds = 2TCxyi + (^y dxy 

wobei X und die früher (§ 15, A) genannte Bedeutung haben. 
Aus Nr. 1 folgt: 

a 

2) R = 27tfxj/^^^ax. 

P 

Mit Berücksichtigung der Beziehung 

3) a^ = 2pc 
giebt das: 

Anmerkung. Es empfiehlt sich , zu zeigen , . in 
welcher Weise dieses Ergebniss als Rechteckfläche con- 
struirt werden kann, wenn a und c als Strecken ge- 
geben sind. 

B. 
Ein Körper, von welchem die Figur 19 (Seite 58) den vierten 
Theil darstellt, hat die Höhe OJB" = A, die wenig verschiedenen 
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Abmessungen OÄ=my B^'B^^n und als Mantel eine Rotations - 
fläche, welche entstand, indem sich die Curve ÄS ein volles 
Mal um die senkrechte Achse OB*' drehte. 




Da man die Art der , sehr schwach gekrümmten , Linie Ä B 
nicht kennt, so hat man (näherungsweise) angenommen, dass sie 
die Gleichung 

1) x^=a-\-hz-\'CZ^ 

habe (wobei x=^P** P^ z= OB** ist) und hat , durch geeignete 
Messungen, die Coefficienten a, h und c bestimmt. (Vergleiche 
Theil I, § 21 und 22.) 

Es soll nun, ausgedrückt durch a, h^ c und A, der Inhalt 

8=4:.AAiBiB 

der Mantelfläche berechnet werden, indem man die Gleichung 
Nr. 1 zu Grunde legt und ferner voraussetzt, dass alle diejenigen 
Potenzen von tan a vernachlässigt werden dürfen , welche höher 
sind, als die zweite. 

Das Ergebniss soll man auf denjenigen besonderen Fall 
anwenden, in welchem die Linie AB in eine Gerade übergeht ; 
für denselben möge 8 durch m, n und h ausgedrückt werden. 

Lösung. Streng genommen ist 



Ji) 



S = 2rcf.j/l + {^yd. 
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Durch Einführung von Nr. 1 und mit Benutzung der im Vorher- 
gehenden genannten Näherung (man vergleiche Th. I^ S. 132; 

Gl. 6) geht Das über in: 

h 

3) S = 2 TT Aa + 6^ + cß^) (1 + i [& + 2 c;?]^) dz. 



Es ergiebt sich mithin : 

wobei 

a = a(2 + b% ß=l{2-\-4:a.c + b% y = c(2 + 4ac+56a), 

(J==86ca, e = 4c3. 

Wird die Curve AB zu einer Geraden, so ist 

c = 
und 

5) 5=i7r(2 + 62)(2a + 6A)Ä. 

Oder, wenn man die Coefficienten a und b durch die Abmessungen 
m^ n und h ausdrückt, 

a\ o / I s2Ä» + (m — w)a 

6) 5=7r(m + w) LA_ >L. 

Wie sich sofort erkennen lässt, stimmt Das mit der aus der elemen- 
taren Stereometrie für die Mantel fläche des abgestumpften 
Kegels bekannten Formel überein, wenn für die letztere von der 
vorher genannten Näherung (Th. I, S. 132, Gl. 6) Gebrauch 
gemacht, nämlich der die Länge der Mantelseite darstellende Werth 

gesetzt wird. 

C. 

Nachdem im Vorhergehenden, unter Ä und JB, die Com- 
planation von Umdrehungsflächen behandelt worden ist, 
möge nun die einer Cylinderfläche folgen; es soll nämlich 
mit Benutzung der Figuren 15 und 16 (auf Seite 52 und 53) 
berechnet werden, welchen Inhalt 

8=2.DFNUM, 

ausgedrückt durch DE=a und DF=b, derjenige Cylinder- 
manteltheil hat, den die dort (§ 15, C) untersuchte Flüssigkeits- 
menge bedeckt. Auch möge man angeben, wie sich jener Flächen- 
inhalt S zu dem des Dreiecks DEF (Fig. 15 und 16) verhält. 
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Lösung. Das längs MN sich erstreckende Element hat den 
Inhalt 

8) dS = zds, 

wobei Zy wie früher ^ die Strecke MN y s aber die Länge des 
Bogens Li M bedeutet. 

Aus nahe liegenden Gründen ist es vortheilhaft; den Winkel q)j 
nämlich DEM (vergl. § 15, E), als unabhängige Veränderliche 
zu benutzen. Man hat dann^ statt Nr. 8^ 

9) dS = ab cosg>dg>. 
Hieraus folgt : 



TT 

T 



10) 8=2ab Icos q)dq). 







Es ist also 

11) S = 2ab, 

mithin die von der Flüssigkeitsmenge bedeckte Mantelfläche das 
Vierfache des Inhaltes des Dreiecks DE F. 

D. 

Zur Verallgemeinerung des unter C Vorausgegangenen 
soll jetzt die Aufgabe gestellt werden, den Flächeninhalt S des- 
jenigen Cylindermanteltheiles zu berechnen^ den die im § 15 unter 
D (statt unter C) behandelte Flüssigkeitsmenge benetzt. Man ver- 
langt also, bezogen auf die Fig. 18; den Inhalt 

8=2.DFNLiM 

ausgedrückt durch DG^a^ DF=b und DE=C. 
Lösung. Sehr leicht ergiebt sich aus der Fig. 18 : 



a — e 
arc cos 



12) S = / (a COS qp — a + c) d qp , 

c •/ 



c 





wobei q) den Winkel DGM bezeichnet. (Man vergleiche § 15, 
Nr. 25 und 26.) 

Die Ausführung der Integration liefert: 
13) 5 = 2^j|/c(2a — c) — (a — c) arc cos ^^ [ 
für den Inhalt der bedeckten Mantelfläche. 
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CoQstruction dieses Werthes kann erfolgen , indem man 
beachtet, dass — die Strecke DJ der Figur 18 darstellt (in 
-welcher 6rt7 || -E2^ liegt), dass ferner yc(2a — c) die Lange von 



ELi bedeutet, endlich (a — c) arc cos 



a — c 
a 



als ein Kreisbogen 



erhalten werden kann, beschrieben aus dem Mittelpunkte 6r mit 
dem Halbmesser G E innerhalb des Winkels D (r Üi • 

Wird c = ay so geht Nr. 13 wieder über in 11. 

§ 17. Hassen nnd Gewichte ungleichförmig dichter Körper«*) 

A. 

Die Dichtigkeit eines geraden rechtwinkligen Parallel- 
epipeds ABCDEFGH (Fig. 20), welches die Höhe h und 




die Basiskantenlängen a und b hat, ist umgekehrt proportional dem 
senkrechten Abstände von einer Ebene KLMNy die um hi 
unter der Grundfläche JEFGH^ der letzteren parallel, liegt. Für 



*) Man vergleiche § 30. 
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= 1 wiegt die Volumeneinheit k Kilogramm. Man soll für 
jenes Parallelepiped das Gewicht P berechnen, indem man es aus 
den Gewichten von unendlich dünnen , der Grundfläche JE FG H 
parallel liegenden Platten zusammensetzt. Hierauf soll das Er- 
gebniss auf denjenigen besonderen Fall Anwendung finden, in 
welchem a = 80 und 6 = 70 Centimeter , ä = 30 und Äi = 15 
Meter ist, dabei k för das Cubikmeter 31 Kilogramm beträgt und 
P auf eine Decimalstelle der letztgenannten Gewichtseinheit abge- 
rundet verlangt wird. 

Lösung. Das plattenförmige Element, welches in der Höhe 
über der Ebene KLMN liegt, hat das Gewicht 

1) dT = {al.dz)^ 



Demnach ist 






2) p=ahkf^, 



h-\-h\ 



also 

3) P = ahk l ^ 

und zwar ausgedrückt in Kilogrammen, wenn a, hj h und hi in 
derjenigen Längeneinheit gemeint sind, auf deren Würfel sich die 
Angabe von k bezieht. 

Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
giebt das, gemäss § 75 (Abschnitt B) des ersten Theiles dieses 
Werkes, 

4) P = 19,1 Kilogramm. 

B. 
Ein gerader Kreiscylinder möge die Höhe h und den 
Grundfiächenhalbmesser a haben. Das Gewicht P des Körpers 
soll berechnet werden 

I. unter der Voraussetzung, dass dieDichtigkeitdemAb- 
stande r von der Cylinderachse umgekehrt 
proportional sei und dem Gewichte p der Volumen- 
einheit für r = 1 der Werth k zukomme ; 

II. unter der Annahme, dass die Dichtigkeitsveränderung 
durch die Gleichung 



i 

l 
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5) P = — i — j 

^ ^ r-\-c 

in welcher c eine constante, positive Strecke bedeutet, ge- 
kennzeichnet werde. 

Das unter I Gefundene soll zur Bestimmung des mittleren 
Geivichtes ( jp„ = — - j der Volumeneinheit des Körpers be- 
nutzt werden. Das bei II Erhaltene möge man auf denjenigen 
besonderen Fall anwenden , in welchem a = 0,5 j c = 0,01 y 
h == 0,02 Meter ist und das Cubikcentimeter 3 Gramm wiegen 
würde, wenn der Abstand desselben von der Cylinderachse durch- 
weg 5 Centimeter betrüge. 

Lösung. Die Benutzung unendlich dünner Hohlcylinder 
führt im ersten Falle auf die Gleichung 

6) P=27thkJdr = 2Ttahk; 



hingegen unter der zweiten Annahme zu : 



7) P = 27thkf 



a 

rdr 



r-{-c 

* 



mithin auf 



8) p = 2TchJc(a — cl^^^y 



Für c = giebt Nr. 8 zunächst einen unbestimmten Werth, 
kommt aber bei näherer Untersuchung des betreffenden vieldeutigen 
Symbols (0 . Qo) auf die Gleichung 6 zurück. 'Letztere ergiebt 
sich auch (und zwar schneller) , wenn man in Nr. 7 (statt in 8) 
den Abstand c verschwinden lässt. 

Das mittlere Gewicht der Volumeneinheit hat in dem 
Falle I den Werth 

9) Pm=2 — 

ist also das Doppelte von demjenigen , welches in der Mantel- 
fläche des Cjlinders herrscht. 

Für den am Schlüsse der Aufgabe genannten besonderen 
Fall ergiebt sich 
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10) Ä;=18 Gramm 

und demgemäss, auf zwei Decimalstellen abgerundet, 

11) P = 10,42 Kilogramm. 

C. 

Das Gewicht P des im Vorhergehenden behandelten geraden 
Kreiscylinders (Höhe h , Grandflächenhalbmesser a) möge 
nun berechnet werden unter der Voraussetzung , dass die Dich- 
tigkeit des Körpers umgekehrt proportional sei dem 
Quadrate des senkrechten Abstandes z von der 
Basis, ferner unter der Annahme, dass für i3 =: l die Volumen- 
einheit das Gewicht Ä; habe. 

Dabei soll P Herleitung finden 

I. durch bestimmte Integration, 

II. indem man den Cylinder in eine endliche Anzahl, 
m, gleich hoher Schichten zerlegt, die Gewichte derselben 
näherungsweise aus den in den betreffenden Deck- 
flächen herrschenden berechnet und schliesslich m ins Un- 
endliche wachsen lässt. 

Lösung. Es ist 

12) P=naHf^, 



also 

13) P=oo. 

Zu demselben Ergebniss kommt man auch auf dem unter II ge- 
nannten Wege. Wird nämlich näherungsweise angeiionimen ,. dass 
innerhalb einer jeden der m Schichten die Dichtigkeit unveränder- 
lieh sei und die Volumeneinheit so viel wiege, als sie thatsächlich 

! 

in der Deckfläche der betreffenden Schicht wiegt, so ergiebt sich 

also für m = co wieder Nr. 13. Bei dieser Art der Behandlui^g 
genügt es übrigens, nur die unter&te der m Schichten in Betracht 
zu ziehen. Sie hat, nach der festgesetzten Annahme, d»s Gewicht 
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15) ^iP= ^ , 

-wdiAy für m = 00 ; bereits auf Nr. 13 fuhrt^ ohne dass die anderen 
Schichten beachtet werden. 

D. 

Zur Yerallgemeinerung des unter C Vorausgegangenen 
soll jetzt angenommen werden, dass die Gleichung 

16) p^^Tc^ 

für das Gewicht der Volumeneinheit des Cjlinders gelte und n 
dabei irgend eine constante, positive oder negative , endliche Zahl 
sei. Bei der Berechnung von P sollen die Fälle 

n^ — 1 undw=: — 1 
sachgemässe Unterscheidung finden. 
Das Ergebniss möge auf 

« = 2,1,1,0,-1^-1,-2 

angewendet werden. 

Lösung. Man hat 

h 

17) P—Ttha^f^dz. 



In dem Falle 

n:S— 1 
giebt das: 

P_ 7rÄ;a«(A" + '-0» + ') . 

18) F ^-p^ , 

mithin für n ]> — 1 : 

7tJca^h^ + \ 

hingegen, wenn w < — 1 ist : 

20) P=oo. 

Zu Nr. 20 fuhrt die Gleichung 17 auch in dem Falle w= — 1 , für 
welchen man bekanntlich auf den natürlichen Logarithn^us kommt. 
Ferner ergeben sich aus dem Vorhergehenden die Werthe 

8 

P„^y^=^7iha^hyh^, P„^o = ^ha^hy 

8_ 
P»=: — 1=00, P„-__2 = Q0, 

deren letztgenannter bereits unter C abgeleitet wurde. 

Fnhrmanni Anwendungen d. Infiniteflimalrechnnng. Th. IL 5 



21) 
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E. 
Eine Pyramide hat die Höhe h , den Grundflächeninhalt g. 
Die Dichtigkeit ist proportional der w*®° Potenz des senkrechten 
Abstandes von der Basis und für die Einheit desselben gleich Je, 
Man soll die Masse M des Körpers für die Fälle n = -f* 3 und 
w = — 3 berechnen, 

Lösung. In dem ersten Falle ist 

h 

22) M=-^J{h — zy z^ dz , 



wobei z den senkrechten Abstand des allgemeinen Punktes von 
der Grundfläche bezeichnet. 
Aus Nr. 22 folgt: 

23) M=^hgh^. 

Die Masse beträgt also ^V deijenigen, welche vorhanden sein würde^ 
wena die Pyramide überall die in ihrer Spitze herrschende Dichtig- 
keit hätte. 

Im zweiten Falle ergiebt sich 

24) Jf = 00 . 

P. 

Für einen geraden elliptischen Kegel von der Höhe h 
sind a und h die Halbachsenlängen der Grundfläche. Die Dichtig- 
keit ist proportional dem Quadrate des Abstandes von der Basis 
und hat für die Einheit desselben den Werth h. Die Masse IM 
und die mittlere Dichtigkeit 6m sollen berechnet werden. 

Lösung. Man findet leicht: 

25) M^^-i^Tcäblch^ 

und 

26) e„, = ^\Tch\ 

also für die mittlere Dichtigkeit 10 Procent derjenigen, welche der 
Spitze des Kegels zukommt. 

G. 
Endlich möge es sich um die Herleitung der Masse M uad 
der mittleren Dichtigkeit 6^ einer Kugel handeln 

I. unter der Voraussetzung, dass die Dichtigkeit dem Ab* 
Stande vom Mittelpunkte, 
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II. unter der Annahme; dass sie dem von der Aeqnatorebene 
proportional sei und dabei für die Einheit eines jeden dieser 
beiden Abstände den Werth Tz habe. 
Lösung. Unendlich dünne Hohlkugeln als Elemente be- 
nutzend, findet man im ersten der beiden Fälle 

27) M=7tha^j 

also den Satz, dass die mittlere Dichtigkeit f von derjenigen ist, 
-welche an der Kugeloberfläche herrscht. 

Ferner ergiebt sich, unter Verwendung kreisscheibenförmiger 
^Elemente, für den zweiten Fall: 

28) M=:|7rÄjaS 

mithin 

29) ö« = |Aa, 

d. i. I der den Eugelpolen zukommenden Dichtigkeit. 

§ 18. Schwerpunkte*). 
A. 

Wenn die Lage des Schwerpunktes einer Linie, einer Fläche, 
oder eines Körpers berechnet werden soll, so ist durch Gleichungen 
auszudrücken, dass die Summe der statischen Momente aller Ge- 
wichtselemente gleich sein muss dem statischen Momente des Ge- 
sammtgewichtes **). 

Je nach der Art der hierbei zur Benutzung kommenden Ele- 
mente sind die auftretenden Integrale einfache oder mehrfache. 
Beispiele, welche dem Gebietie der einfachen Integration an- 
gehören, folgen hier unter B bis G, während solche, die sich auf 
mehrfache Integrale beziehen, im § 32 zur Behandlung ge- 
langen. 

B. 

Die Gleichung der auf ein rechtwinkliges System be- 
zogenen einfach gekrümmten Linie ÄPB (Fig, 21) sei 

wobei OP = Xj P^P = y\ die Einheit der Bogenlänge s möge 



*) Man vergleiche § 32. 

**) Näheres: Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, 
Th. I, S. 36 der 2. Auflage. 

5* 



■^ 
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das, im Allgemeinen veränderliche^ nämlich nach irgend einem Ge- 
setze von X abhängende^ Gewicht y haben. 
Man soll die Coordinaten 

des Schwerpunktes U berechnen (durch Integrale ausdrücken)^ auch 



^T 



Flg. 21. 




das Ergebniss auf einen besonderen Fall anwenden, nämlich 
auf den, in welchem die Curvengleichung lautet: 



2 8 

X +2/ 



2 
TT 



2) X -\' y =a 

und / ponstant . ist. 

Lösung. Wird das Gewicht der Linie mit p bezeichnet, 
die Länge der Anfangsabscisse OÄ mit x^^ die Endabscisse OS 
mit Xij so drückt die Gleichung 



a: = a:. 



3) 



P^—f^ 



y ds 



X —— Xn 



aus, dass, bezogen auf die Y-Achse, das statische Moment des 
Bogengewichtes gleich ist der Summe der statischen Momente aller 
Geirichtselemente. (Man vergleiche A.) 

Dasselbe sagt die Gleichung 



X^it* 



4) 
bezüglich der X-Achse. 



P 



tj =jy 7 äs 



X = Xo 



\ 
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Aus Nr. 3 und 4 folgt: 



XssX% 



5) 



'wobei 



X=sXc 



yxdsj 



6) 



X=zXq 



X —^ Xi 



7) 



P 



=fYds 



X = Xr 



ist und flir das Bogendifferential bekanntlich die Gleichung 

8) ds = Ydx^ + dy^ = |/l + y'a dx 

Giltigkeit hat. 

Bei unveränderlichem Gewichte der Längeneinheit des 
Curvenbogens gehen die Gleichungen Nr. 5 und 6 in die einfacheren 



SC !zss 3Ct 



SC ^^ SCt 



9) ^ = ijxds, 10) fi = Vfyds. 

X — ^Q X ^s Xq 

über, für welche die Bogenlänge s bestimmt ist durch 



SC ^s SCh 



11) 



s=fds=f\/T+y 



dx 



x = x„ 



Liegt der durch die Gleichung 2 
angegebene besondere Fall 
vor, so ist die Linie symme- 
trisch zu beiden Coordinaten- 
achsen und es hat ein Quadrant 
derselben die in Fig. 22 mit 
A P S C bezeichnete Form 
(welche bekanntlich leicht aus 
der des umgeschriebenen Kreises 
abgeleitet werden kann). 

Setzt man den aus Nr. 2 fol- 
genden Betrag von y \-\-j/^ , 
1 _ 1 

%" "5" 

nämlich a X , in die Gleichungen 9> bis 11 ein^ so ergeben 
sich flir die Coordinaten des Schwerpunktes des Bogens ^jß die 
Werthe 

12) ^ = 1^1 

und 
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5 2 S 5 

13) , = |«-(«-^^) 



oder 



■ s 






2 








*x' 






1 


f 


ä^\ ^^^—^ 


2 


a 


— J'l 


v = 


7 


2 


« ' 






^ 


7 






a 


— 2^1 



14) 



wobei Xi = OB^ ißt und ^i = B'JB. 

Für den ganzen Quadranten ÄPBG folgt hieraus: 

15) ^ = ^ = 1«. 

c. 

Zur Ergänzung und Erweiterung des Vorhergehenden soll nun 
die Aufgabe gestellt werden: Die Coordinaten ^^ f] und ^ des 
Schwerpunkte's einer doppelt gekrümmten Linie zu be- 
rechnen. Letztere möge^ bezogen auf ein rechtwinkliges System, 
durch die Gleichungen 

16) y = fix) 
ihres Grundrisses und 

17) = q) (x) 

ihres Aufrisses gegeben sein ; femer soll die Bogenlänge von x = Xo 
bis x = Xt in Betracht kommen und die Längeneinheit das y im 
Allgemeinen veränderliche , Gewicht y haben. 

Lösung. Wir bezeichnen die Bogenlänge wieder mit s, das 
Bogengewicht mit p. Dann ist analytisch auszudrücken , dass das 
statische Moment von p, bezogen auf jede der drei Coordinaten- 
ebenen, gleich ist der Summe der statischen Momente aller Gewichts- 
elemente. Dies führt zu den Gleichungen 

18) ^=^—Jxyds, 

X3=Xt 



19) 7] = — Jyyds, 



X = Xo 
XSiXi 



20) ^^Lj.yAs, 



X ^Q 
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in denen das Bogendifferential 

21) ds 

ist and das Bogengewicht 



=Ki+0^)'+(ll) 



22, ,=/;i=/;j/i+(§iy+(£)*^^. 



a?=SXn 



In welcher Weise sich diese Gleichungen vereinfachen, wenn ein 

constantes y vorliegt, darf wohl für selbstverständlich gelten. 

Anmerkung. Man führe dies naher durch und 
wende das Ergebniss auf einen besonderen Fall an, 
etwa auf die Herleitung der Schwerpunktscoordinaten der 
im § 14 untersuchten Bahn, deren Länge s dort schon 
berechnet wurde. 

D. 

Nachdem unter B und CCurvenschwerpunkte behandelt 
worden sind, möge nun für ebeneFlächen die Berechnung der 
Lage des Schwerpunktes folgen und zwar unter der Voraussetzung, 
dass dieselben homogen seien , was hier und im Folgenden be- 
deuten soll, dass das Gewicht der quadratischen Einheit einen 
Gonstanten Werth habe. 



+r 



Ffg. 23. 




'^FW 



B' 



Die die Fläche begrenzenden Curven Aq JBq und Äi JB\ (Fig. 23) 
sollen die Gleichungen 
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23) yo = ^ (x) 

and 

24) yi=fiix) 

haben , in denen x= OP ^ yo = P' Pq, yi = P' Pi ist. Die 
Anfangsabscisse OÄ' möge (wie im Vorbergelienden) mit Xq, die 
Endabscisse OS' mit ^i bezeichnet werden ; femer sei iS der Inhalt 
der Fläche Aq Äi JSi JSq , deren auf das System XOY bezogene 
Schwerpunktscoordinaten OU' ^^^, JJ' U^=f] man berechnen soll. 

Lösung. Zerlegung der Fläche in unendlich schmale ^ der 
Y-Achse gleichgerichtete, Streifen giebt^ bei Anwendung des unter 
A genannten Satzes (von den statischen Momenten) : 

25) ^1 

26) 
wobei 



^ = yj ^ (^1 ~ ^o) ^^ ' 



27) 



S= J{yi—yQ)dx 



ist. 



Wie diese Gleichungen in jedem besonderen Falle anzuwenden 
sind; bedarf keiner Erklärung. (Man beachte aber die am Schlüsse 
von F stehende ,,AnmerkuDg zu D^ E und F" ; femer § 32, A.) 



E. 

Der durch das Vorausgehende erledigten Herleitung der Schwer- 
punktscoordinaten homogener ebener Flächen möge jetzt die der 
Cylinder flächen folgen : 

In der X Y-Ebäne eines rechtwinkligen Systems (Fig. 24 auf 
Seite 73) sei ein Grundriss Aq Bq Bi Ai gegeben durch die 
Gleichungen 

28) yo==/o(^) 
und 

29) yi=fi{x) 

der Curven Aq Bq und Ai Bt (wobei OL = x, L Mq = yo , 
L Ml = yi) ; femer durch die der Y-Achse parallel liegenden , zu 
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OLo = Xo und OLt = Xi gehörenden, Geraden AqÄi, bezüglich 




Weiter soll in der X^- Ebene eine Curve NqNNi vor- 
geschrieben sein als Leitlinie für eine der Y-Achse gleichgerichtete 
Cylinderfläche FF. Die Gleichung jener Curve laute: 

30) = g) (x) , 

wobei is = LN ist ; die Bogenlänge möge $ heissen. 

Verlangt werden die analytischen Ausdrücke für die Schwer- 
punktscoordinaten ^, tj und ^ des homogenen Cylinderflächentheils 
Co DoDiCiy welcher senkrecht über dem vorgeschriebenen Grund- 
risse Aq Bq Bi Ai liegt und dessen Inhalt mit 8 bezeichnet 
werden soll. 

Lösung. Auf dem für die Ableitung von Nr. 25 und 26 
genannten Wege gelangt man leicht zu den Werthen : 



X •«• X\ 



31) 



I = -ßj<» {yi — yo) ds , 



X Xn 



X ^— Xt 



32) 



n = -2S~J^^^'' ~ ^"'^ ^^' 



X = Xn 
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ZSiXi 



33) 

in welchen 

34) 

ist und 



?= -gj^dfi — y^yäs, 



X^szXn 



-=Ki+(J^) 



35) 8=f{y^-ifo)ds=f(i,^-yo)yl-\-{^ydx. 



X — Xn 



Bezüglich der Anwendung dieser Gleichungen sehe man die 
nachfolgende „Anmerkung zu D^ E und F", 

F. 

Ferner soll die Berechnung der Lage des Schwerpunktes ho- 
mogener Umdrehungsflächen zur Behandelung gelangen. 
Dabei möge die Aufgabe folgendermassen lauten: 

Durch die Gleichung 

36) y = /-(4» 

in welcher x die Strecke OL, y die Strecke LM der Figur 25 
bedeutet, ist eine in der X Y' Ebene liegende Curve Mq Mi ge- 
geben , deren Bogenlänge s von 2>o = ^o ^is Li=Xi ge- 




meint wird. Jene Curve dreht sich um die X-Achse des recht- 
winkligen Systems und erzeugt dadurch die Rotationsfläche MqNq 
NiMij deren Inhalt jS heissen möge. Der Drehwinkel MLN 
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ist gleich a ; das Gewicht der Flächeneinheit constant. Man soll 
die Coordinaten |, i] und ^ des Schwerpunktes der Fläche MqNq 
Ni Ml berechnen , auch das Ergebniss auf denjenigen b e s o n " 
deren Fall anwenden, in welchem ein ganzer Quadrant 
der Umdrehungsfläche vorliegt. 

Lösung. Das längs M N liegende gürtelförmige Flächen- 
element, dessen Schwerpunkt Q heissen möge, hat den Inhalt 

37) dS=ayds = ayyi'^(^ydx, 

Bezeichnet man mit u, Vy w die Coordinaten von Q in Bezug 
auf die YZ-, XZ- und XY- Ebene, so gelten (zufolge des 
unter A genannten Satzes) die Gleichungen 



38) 8§=fu.d8, 



X — Xq 

X ^^ x* 



39) 8t3 = fv.d8, 



X — Xq 

X SE X-t 



40) S^^'fw.dS. 



X -^ Xn 



Dabei ist u=^x. Die Werthe von v und w ergeben sich, wenn 
man den für die Schwerpunktslage des Kreisbogens geltenden 
Satz (welcher als bekannt vorausgesetzt werden darf, oder aus den 
unter B entwickelten Formeln folgt) zur Anwendung bringt. 
Es liefert das die Gleichungen 



41) ^ = ^JxyVYl^dx, 



^0 



42) r] = ^fy' Vr+^d X , 



43) ? = ^J—Jy»y/l^j^idx, 



also 



44) ^ = (tan|-)»7, 
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für welche 

45) 8 = aJy\/l-\-i/^dx 

ist. 

Liegt ein ganzer Quadrant der Umdrehimgsfläche vor^ so hat 

man die Werthe : 






ar. 



^1 

47) v = ^ = ^Jy^VT^^'dx, 






*1 

48) 8~JyVi:\T^dx. 



^0 



Anmerkung zu Dj E und F. Sehr ein- 
fache Beispiele für die Anwendung der Gleichungen 
Nr. 25 — 27, 31 — 35 und 41 — 48 ergeben sich, wenn 
für die in den Figuren 23, 24 und 25 vorkommenden 
Curven AqBq, ÄiBi, NqNi, MqMi gerade Li- 
nien, Parabelbögen oder Kreisbögen genommen 
werden, was hiermit zur näheren Durchfährung empfohlen 
sein möge. 

Wer minder einfache Fälle zu behandeln wünscht, 
der benutze : Fuhrmann, Aufgaben aus der analyti- 
schen Mechanik, Theil I, Seite 48 — 64 der zweiten Auf- 
lage (wo bezüglich des Schwerpunktes ebener Flächen 
auch auf die Verwendung von Polarcoordinaten 
Rücksicht genommen ist.) 

G. 
Das unter A bis F Vorausgegangene möge zum Abschlüsse 
kommen, indem die Aufgabe gestellt wird, für zwei ungleichförmig 
dichte Körper die Schwerpunktslage zu berechnen. 

Der erste dieser Körper sei ein gerades dreiseitiges 
Prisma, dessen Grundfläche ein rechtwinkliges Dreieck ist. Die 
Kathetenlängen sollen a und c heissen ; die Höhe des Körpers 
sei b. Von der Dichtigkeit möge vorausgesetzt werden, dass sie 
proportional dem Abstände von derjenigen Seitenfläche wachse. 
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welche durch die Kanten b und c gebildet wird; ferner, dass für 

• 

die Einheit dieses Abstandes der Dichtigkeitswerth gleich Je sei. 

Der zweite jener Körper soll ein gerader Kreiscylinder 
von der Achsenlänge a und dem Grundflächenhalbmesser b sein. 
Die Dichtigkeit möge sich derartig ändern, dass das Gewicht der 
Yolumeneinheit immer aus einem constanten (positiven) Theile Je 
und aus einem veränderliehen besteht, welcher dem (senkrechten) 
Abstände von der Deckfläche des Cylinders proportional ist und 
für die Einheit dieses Abstandes den (positiven) Werth n hat. 

li Ö s u n g. Unter Benutzung von Schichten, deren Art wohl 
für beide Körper selbstverständlich ist, gelangt man zu folgenden 
Ergebnissen : 

Der Schwerpunkt des Prismas liegt in der Hälfte der Höhe, 
dabei von der 6 c - Seitenfläche um |a, von der a &- Seitenfläche 
um ^ c abstehend. 

Der Cy linders chwerp unkt, auf der Achse befindlich, 
hat von der Deckfläche die Entfernung 
... f. 2na + 3Jc 

Ist n, verglichen mit Je, so klein, dass die den Faktor n führenden 
Glieder vernachlässigt werden dürfen, so hat ^ den Näherungs- 
werth I a ; wenn hingegen n , verglichen mit Je , so gross ist, 
dass man die h - Glieder unterdrücken darf, so gilt näherungsweise : 

§ 19. Die Guldin'sche Regel. 

Der nach G u 1 d i n benannte Doppelsatz *) lautet bekanntlich : 
I. Falls die einfach gekrümmte (homogene) Linie A JB 
(Fig. 21 auf Seite 68) sich um die in ihrer Ebene lie- 
gende Achse X. dreht, so beschreibt sie eine Botations- 
fläche, deren Inhalt sich ergiebt, wenn man die Länge 
der Linie mit der Länge des von ihrem Schwerpunkte 
durchlaufenen Weges multiplicirt. 



*) Bezüglich der ersten Veröffentlichung desselben sehe man: Wolf, 
Handbuch der Mathematik, Physik, Geodäsie und Astronomie; Band 1 
(vom Jahre 1870), Seite 241. 
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II. Dreht sich die ebene (homogene) Fläche ^o -^i Si J?o 
(Fig. 23 auf Seite 71) um die Achse OX, so ist das 
Volumen des liierdurch beschriebenen Rotationskörpers 
gleich dem Inhalte jener Fläche multiplicirt mit der Länge 
des Schwerpunktsweges derselben. 
Es soll dieser Doppelsatz unter Benutzung bestimmter ein- 
facher Integrale für volle Umdrehungen abgeleitet werden ; aach 
soll man angeben , ob er für beliebige Drehwmkel Giltig- 
keit hat. 

Lösung. I. Die Curve AB (Fig. 21) beschreibt bei einer 
vollen Umdrehung eine Rotationsfläche, deren Inhalt 



1) 8=2njyds 



Xz=:Xn 



ist (wobei hier und im Folgenden diejenigen Bezeichnungen be- 
nutzt sind, welche im § 18 unter B Verwendung fanden). 

Andererseits ergiebt sich die Strecke iy, um welche der Curven- 
schwerpunkt von der Drehachse absteht, aus der Gleichung 



X=zXt 



2) sri = jyds 



Xr=z Xq 



(welche mit Nr. 10 des § 18 übereinstimmt). 

Aus 1 und 2 folgt: 
3) 8 =^27i.srj = s .27T7]j 

also der in der Aufgabe unter I genannte Satz. 

II. Der von der Fläche Aq Ay Bt Bq (Fig. 23) bei voller Um- 
drehung erzeugte Rotationskörper hat das Volumen 



4) V=nJ(y^^ — yo')dXy 



^0 



wenn die im § 18 unter D benutzten Bezeichnungen Verwen- 
dung finden. 

Andererseits ist die Entfernung des Schwerpunktes von der 
Drehachse durch die Gleichung 26 des § 18 bestimmt. Letztere 
giebt mit Nr. 4: 

6) V=7t.28ri = S.27tr], 

das ist der unter II in der Aufgabe ausgesprochene Satz, 

Die beiden für volle Umdrehungen gefundenen Sätze gelten 



r 

I 
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offenbar auch för t h e i 1 w e i s e , da bei den letzteren die be- 
schriebenen Flächen oder Volumina dem Drehwinkel proportional 
sind. (An die Stelle des in der vorausgegangenen Ableitung vor- 
kommenden Factors 7t würde — n treten, wenn Drehungen vor- 

« 

lägen, die nur den n*®" Theil von 360^ betrügen.) 

Anmerkung. Es kann der Guldin'sche Doppel- 
satz auch ohne Integralrechnung abgeleitet werden. 
Darüber sehe man etwa : 

1) Weisbach, Lehrbuch der theoretischen Mechanik; 
5. Auflage (von Herrmann), § 129 (wo auch 
vier sehr gut gewählte Beispiele angeführt sind); 

2) Wolf, Handbuch der Mathematik, Physik, Geo- 
däsie und Astronomie; Band 1 (vom Jahre 1870) 
Nr. 185 (auf Seite 24D und 241). 



§ 20. Anziehungen, verursacht durch Linien. 

(Vergl. § 34.) 

Ziehen sich zwei Punkte, welche die Massen m und mi 
haben, nach dem Newton'schen Gesetze an, so ist 

^v - hmmi 

1) A = — 

die Wirkung, welche sie auf einander ausüben. Dabei bezeichnet 
u den Abstand der Punkte und Tc den AnziehungscoefScienten, 
nämlich diejenige Kraft, mit welcher die Masse 1 auf die Masse 1 
in der Entfernung 1 anziehend wirkt. ^) 

Die Gleichung Nr. 1 ist ein besonderer Fall der allge- 
meineren 

2) -4 = j5;mmi JP(w); 

letztere sagt aus, dass die Anziehung proportional den Massen und 
irgend einer Function der Entfernung erfolgt. 

Geht von Linien, Flächen oder Körpern die be- 
treffende Anziehung aus, so sind die Wirkungen von unendlich 



*) Man kann Tc als die Einheit der Anziehung auffassen, also 
^aal setzen, was aber hier und im Folgenden unterbleiben soll. 
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vielen Massenelementen in Betracht zu ziehen. Das giebt einfache 
oder mehrfache Integrationen. 

Dabei ist gehörig zu beachten, dass Kräfte, welche nach ver- 
schiedenen Richtungen wirken, passend durch Componenten 
zu ersetzen sind,, wenn sie summirt werden sollen. 

Mit Benutzung dieser Andeutungen wird es leicht sein, die 
unter B bis G folgenden Aufgaben zu lösen, welclie durch die im 
§ 34 sich anschliessenden die gehörige Ergänzung finden. 

Anmerkung. P. Berthot hat für die Kraft Ay 
mit welcher zwei Massenpunkte im 'Abstände u sich an- 
ziehen (oder abstossen), das Gesetz 

aufgestellt. Dabei ist d der Abstand, welcher der Gleich- 
gewichtslage, nämlich dem Werthe A-= 0, ent- 
spricht, die „distance moleculaire" , von welcher gesagt 
wird: „ä est une Constante de la Nature, c'est a dire a 
la m^me valeur pour tous les corps". 

Hat dj mit u verglichen, verschwindend kleinen 
Werth, so geht die Gleichung 3 in das Newtön'sche 
Gesetz über. Für die zwischen den Molekülen 
eines Körpers stattfindende Anziehung oder Abstossung 
hingegen gilt, nach B e r t h o t , das allgemeine Ge- 
setz Nr. 3. Für u <^d findet Abstossung der Moleküle 
statt; iix£ u^ d Anziehung. 

Durch Behandlung einer grossen Anzahl von Fällen 
hat der Aufsteller obigen Gesetzes nachzuweisen gesucht, 
dass dasselbe mit dem thatsächlichen physischen und che- 
mischen Verhalten der Körper übereinstimmt. Näheres : 
Fortschritte der Mathe matik, J. 1884, S. 868 ; 
oder: Beiblätter zu den Annalcm der Physik 
u. Chemie, Bd. 8, S. 792. Ferner: Memoires de 
la societe des ingenieurs civils, 1885 , vol. 2, 
p. 542 et 588. 

Untersuchungen, welche P. Bohl und B. Galitzine 
anstellten, führten, auf ganz verschiedenen Wegen, zu dem 
Ergebniss, dass auch die kleinsten Massentheile sich 
nach dem Newton'schen Gesetze anziehen, mithin 
das den Makrokosmos beherrschende Gesetz auch im 
Mikrokosmos Giltigkeit hat. Näheres hierüber in den 
betreffenden Bohl' sehen und Galitzine' sehen Ab- 
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handlungen (siehe „Literaturverzeichnisse); oder: Jahr- 
buch der Erfindungen, Jahrgang 25; S. 83 und 
84 (bezügl. der Bohl'schen Untersuchung). 



B. 

Zunächst soll die Anziehung X berechnet werden , welche 
eine Gerade ÄS (Fig. 26) nach dem Newton'schen Ge- 

A B P 

setze auf einen Punkt P, von der Masse 1, ausübt, wenn der- 
selbe in der Bichtung der Greraden liegt und zwar in dem Ab- 
stände a von dem Endpunkte B» Der Querschnitt der Geraden 
sei q, ihre Dichtigkeit (also die in der Volumeneinheit enthaltene 
Masse) sei €y die Länge h^ wobei q^ s und b als unveränderlich 
vorausgesetzt werden mögen. 

Lösung. Das Linienelement, im AbStande x von By zieht 
den Punkt P an mit der Intensität 

wobei h die unter A genannte Bedeu|;ung hat und m die Masse 
der Geraden bezeichnet, so dass ' 

5) dm = qedx 

ist. Aus 4 und 5 folgt: 

dx 



6) X = Jcq€f— 

J (a 



, («+^)^' 



also 
7) X= ^"^ 



a (a + 6) * 

Die ausgeübte Anziehung ist mithin eben so gross, als wenn 
die Gesammtmasse der Geraden in einem Punkte C vereinigt wäre, 
der um das geometrische Mittel der Strecken a und a-|-^ 
von P absteht (also nicht etwa mit dem Schwerpunkte der 
anziehenden Linie zusammenfallt). 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrecbnnng. Th. II. 6 
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Anmerknng. Man unterlasse nicht, diesen „ An - 
ziehungsmittelpunkt^ G durch Construction 
aufzusuchen. 

Femer wende man die Gleichung 7 an auf den Fall^ 
dass P mit dem Endpunkte JS zusammenföUt , oder 
innerhalb AH liegt; auch auf den, dass 1) unend- 
lich gross ist. Hierbei ergiebt sich der Satz:. Eine 
unendlich lange Gerade A,S wirkt ajaf den Punkti P sp, 
als ob die zu der Länge a der Geraden gehörende Masse 
im Abstände a (von P) concentrirt wäre. 

C. 

Sodann möge die Aufgabe verallgemeinert werden, 
indem vorausgesetzt wird, die Anziehung sei umgekehrt 
proportional irgend einer ganzen positiven Po- 
tenz der Entfernung (also nicht speciell der 2*®°, sondern allge- 
mein der w*®° , wobei w=l,2,3,4,...)' 

Lösung. Man hat dann: 

mithin sind zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich die Fälle: 
. w > 1 (also n = 2 , 3,4,....) und » = 1. ^^ \ 

In dem ersten Falle giebt die Gleichung Nr. 8 : 

») ^=Ä{(ir'-c-^)-'i- " 

oder, in anderer Form : 

"^^ ^—n—1' [a(a + 6)]«-' " 

Für n = 2 liefert dies den unter Nr. 7 angeführten Werth ; 
für w = 3 giebt es : . ' 

u, s. w. 

In dem zweiten Falle (n = 1) liefert die Gleichung Nr. 8 : 

12) X = j6q€ Z^5±-^. 

a 

Zu diesem Werthe gelangt. man übrigens auch, wenn man 
Nr. 9 nach denjenigen Regeln behandelt, welche fär die Ermitte- 
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lung der Werthe „vieldeutiger Symbole" von der Form 
-^ gelten. (Vergl. Theil I, § 48.) 



D. 

Femer soll; indem [das Newton'sche Gesetz wieder 
als geltend angenommen wird, berechnet werden, mit welcher In- 
tensität Jf2 und nach welcher Richtung die Gerade SiB^ 
(Fig. 27) den Punkt P anzieht, der ausserhalb der Linie und zwar 
in dem senkrechten Abstände OP = a derartig liegt, däss die 
Länge b der Geraden durch das von P herabgelassene Loth in |die 
Strecken J?i = 6i und 0B2=h zerfällt. 

Die Masse des angezogenen Punktes P möge wieder gleich 1 
sein. Die Dichtigkeit e und 



der Querschnitt q der anziehen- 
den Linie sollen, wie vorher, 
als unveränderlich vorausgesetzt 
werden. 

Femer möge ein Coordi- 
natensjstem Benutzung finden, 
dessen positive X-Achse mit 
OP und dessen positive Y" 
Achse mit OBi zusammenfallt. 

Lösung. Das von 
um y abstehende Element der 
Geraden übt auf den Punkt P 
die Anziehung 

13) c?JS = 



B, 



Fts.27. 







A 



hqB 



jdy 



a^ + y' 

aus. Sie giebt zwei den Coordinatenachsen gleichgerichtete Gompo- 
nenten, nämlich im Sinne der positiven Abscissen: 

Jcaqe 



14) 



dXi = — 



3 



dy 



Va^ + y* 

nnd in dem der positiven Ordinalen: 

15) dY^=: + -^iM=^dy. 

' ^ Va^ + y^^ 

Ans Nr. 14 folgt durch Integration innerhalb der Grenzen 
und h\ : 

6* 
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16) • X, = --^. , ^' 

« 

als diejenige Anziehung, welche die Strecke J?i auf P im Sinne 
der positiven x äussert. 

Der fiir OJB2 geltende Werth X2 ist hiermit auch bekannt. 

Aus Xi und Xa ergiebt sich für die von der ganzen Ge- 
raden J?i B2 im Sinne der positiven Abscissen hervorgerufene An- 
ziehung der Betrag 

.17) X=-!^(-y=h=.+ , ^ ). 

Bezeichnet man mit m^ nnd mj die Massen der Strecken 0^\ 
und 0J?2; femer mit Ci und c^ die Entfemnngen P.Bi und P.B2) 
so nimmt Nr. 17 die einfachere Form 

18) x=-A(^ + ^) 

an. Werden die Winkel JSxPO und JS^PO beziehungsweise ßi 
und /?2 genannt, so lässt sich, statt 18, schreiben: 

19) X=— ^ (8in/?i4-8in/?2). 

ferner liefert die Integration der Gleichung 15 für die von 
0S\ im Sinne der positiven y ausgeübte Anziehung den Betrag 

20) Yx = hqe(— , ^ \. 

Hieraus folgt für die von j?i B^ in jenem Sinne hervor- 
gerufene Wirkung: 

21) Y=Tcqe(—=^ , ^ )> 

was auch, wenn man mit m die Masse der ganzen Geraden be- 
zeichildt, in der Form 

22) r=*^(i-A) 

gegeben werden kann ; oder, Nr. 19 entsprechend, in der Form 

23) r = -^ (cos /?2 — cos /?i) . 
Aus den Werthen von X und Y ergiebt sich 

24) • B = 2Mfsi„A+A 

0/ u 
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als Gesammtbetrag der von der Geraden Bi B2 auf den 
Punkt P ausgeübten Anziehung. 

Für den Winkel y , unter welchem B gegen P geneigt 
ist, findet man: 

25) 9 = Y^'~^^' 

es wirkt mithin die Anziehung in derBichtung derHalbi- 
rangslinie des Winkels J5iPJB2* 

Anmerkungen zu D: 
I. Das Vorhergehende fuhrt zu den nachstehenden Ergeb- 
nissen (a und ß), deren Herleitung empfohlen sein mögei:*) 
a) Der Anziehungsmittelpunkt der Geraden 
Si B2 (also derjenige Punkt , in welchem die Masse 
m vereinigt werden müsste, wenn sie auf P so wirken 
sollte , wie bei ihrer Vertheilung längs Bi B2) liegt 
selbstverständlich in der Richtung von 22 (Gl. 25) 
und steht von P ab um die Strecke 

26) r = V\ ah esc k{ß^+ ß^), 

welche als geometrisches Mittel construirt werden kann. 
ß) Erstreckt sich die Gerade B1B2 nach oben und 
unten ins Unendliche, so fallt i2 in die Rich- 
tung der (negativen) X-Achse und hat den (abso* 
luten) endlichen Werth 

27) J? = 2i?£. 

Es ist also dann die Anziehung eben so gross ; als 
wenn die zu der Länge 2 a gehörende Masse der 
Geraden in dem Punkte vereinigt wäre. Das steht 
in sehr einfacher Beziehung zu dem Satze, welcher 
am Schlüsse des Abschnittes B (auf Seite 82) aus- 
gesprochen wurde. 
U. Die mathematische Untersuchung der Wirkung eines 
Magnetstabes auf eine Magnetnadel hat, unter 
gewissen Voraussetzungen, engen Zusammenhang mit Dem, 
was in dem Abschnitte D behandelt wurde. Man sehe 
hierüber : Wiedemann, die Lehre von der Elektricität, 
Bd. 3, S. 403. 



*) Literatur: Fuhrmann, Aufgaben a. d. analyt. Mechanik, 
Th. I, Seite 127 imd 128 der 2. Auflage. — Schell, Theorie der Be- 
wegung und der Kräfte, Seite 660 und 661 der ersten Auflage^ oder 
Band 2, Seite 282^-284 der zweiten. 
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E. 
Ein materieller Kreisbogen AB (Fig. 28) hat den Halb- 
messer CÄ=^a, den Centriwinkel ÄCS = yy den unveränder- 
lichen Querschnitt q^ die constante 
Dichtigkeit €. Er zieht das Kreis- 
centrum Gf welches als Punkt von 
der Masse 1 vorausgesetzt wird, nach 
dem Newton^schen Gesetze 
an. Man soll 

I. die Intensität und die Rieh- 



Fig.28. 



PA- 




i>L_„4. 



tung dieser Anziehung berech- 
nen , dann aber das Ergebniss 
mit Bezugnahme auf die S e h n e 
AB deuten; man soll 
II. angeben, wo derjenige Punkt 
M liegt, in welchem vereinigt 
die Masse m des Kreisbogens 
dieselbe Anziehung äussern würde, welche sie bei der that- 
sächlich vorhandenen Vertheilung (längs des Bogens) aus- 
übt; man soll 

III. berechnen, wie weit M von dem Schwerpunkte S des 
Kreisbogens absteht; endlich soll man 

IV. das unter I bis III Gefundene auf den Halbkreis 
anwenden (und dabei die gesuchten Strecken auf drei 
Decimalen abgerundet ermitteln). 

Lösung. I. Die Anziehung wirkt im Sinne CD und hat 
die Intensität 

+ir 
28) B = — - — I cos (od(o. 

Dabei ist (O die Anomalie D C P des allgemeinen Punktes P 
des Kreisbogens, Je aber, wie in den Lösungen der vorhergehenden 
Aufgaben, der Anziehungscoefficient. 

Aus Gleichung 28 folgt: 



29) 



P 2Jcq8 



a 



sin |y 



Dies lässt sich leicht umformen in 
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on\ 7?_ *»» s 

30) B— ^.^, 

wobei s die Länge der Sehne ÄBy b diejenige des Bogens AB 
bedeutet. Man hat also den Satz: Die Intensität (B) der- 
jenigen Anziehung^ welche die längs des Kreis- 
bogens AB vertheilte Masse m auf das Centrum C 
äassert, verhält sich zu der^ welche diese Masse 
äussern würde, falls sie im Halbirungspunkte D 
des Bogens vereinigt wäre^ wie die Länge der Sehne 
zu der des Bogens. 

Die Gleichung 29 lässt sich auch in der Form 

81) B=^ 

geben 9 in welcher mi die Masse der Sehne AB bedeutet, falls 
letztere (wie der Kreisbogen) mit dem Querschnitt q und der 
Dichtigkeit e versehen gedacht wird. Man kann daher den vor- 
stehenden Satz auch folgendermassen fassen : Die durch den 
homogenen Kreisbogen ^£ auf den Mittelpunkt G 
ausgeübte Anziehung ist (nach Grösse und Bich- 
tung) gleich derjenigen, welche die Masse mi der 
Sehne AB auf C äussern würde, falls sie in dem 
Halbirungspunkte D des Bogens vereinigt wäre.*) 

n. Der gesuchte Punkt M liegt auf der Halbirungslinie des 
Centriwinkels und hat vom Mittelpunkte den Abstand 



-n- 



32) . , , 

es verhält sich also das Quadrat dieses Abstandes zu dem des Ba- 

dius, wie die Länge des Bogens zu derjenigen der Sehne. 

ni. Vom Schwerpunkte S steht der Punkt M ab um die 
Strecke 

33) a:^'^-l^a. 

IV. Die Anziehung, welche der Halbkreis ausübt, ist 



*) Bezüglich einer sehr einfachen elementaren (ohne Integral- 
rechnung ausgeführten) Ableitung dieses Satzes sehe man: Schell^ 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, Seite 659 der ersten Auflage, 
oder Band 2, Seite 282 der zweiten. 
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34) 



•^^ 2kqe 



a 



rig.29. 



Dabei liegt der Punkt M in dem Abstände 

35) Q = 1,253 a 

vom Centrum C und hat vom Schwerpunkte, dessen Lage leicht 
aus § 18; S, folgt, die Entfernung 

36) a = 0,616 a . 

F. 

Zur Ergänzung des unter D und E Behandelten möge fol- 
gende Aufgabe dienen: 

Aus dem Punkte C (Fig. 29) ist mit dem Halbmesser CO 
(gleich d) ein Kreisbogen KiK^ geschlagen , dessen Enden 

Kl und K2 in den Richtungen 
CBi und CB2 liegen. Die Tan- 
gente Si S2 und der genannte 
Bogen haben übereinstimmenden 
Querschnitt (g) und übereinstim- 
mende Dichtigkeit (a). 

Es soll berechnet werden, 
welche Beziehung zwischen den- 
jenigen Anziehungen besteht , die 
einerseits die Gerade Bi B2 und 
andererseits der Kreisbogen Ki K2 
nach dem Newton^schen Gresetze 
auf das Centrum G ausüben. 

Lösung. Durch Verglei- 
chung der Anziehungen, welche 
von den bei P und Q liegenden, zu dw gehörenden, Linienele- 
menten auf G geäussert werden^ gelangt man leicht zu dem Satze : 
Die von dem Kreisbogen Ki K2 auf das Centrum C 
ausgeübte Anziehung ist (nach Grösse und Rich- 
tung) derjenigen gleich, welche die Gerade (Tan- 
g.ente) B1B2 auf C ausübt.*) 




*) Vergleiche: Schell, Theorie der Bewegung u. s. w., Seite 660 
der ersten Auflage, oder Bd. 2, Seite 283 der zweiten. 
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Der Halbkreis z. B. äussert dieselbe Anziehung | wie die 
unendlich lange zur Halbirenden seines Centri winkeis ge- 
hörende Tangente. (Gleichung 34 und 27.) 

Anmerkung. Mit Benutzung der Lösung der 
unter E vorhergehenden Aufgabe kann man hinzufügen: 
Die Anziehung, welche die Gerade Bx B% 
auf den Punkt G ausübt, ist derjenigen 
gleich, welche die Masse der Sehne £'i£'2 
des Kreisbogens JSTi OKi auf C äussern würde, 
wenn sie imHalbirungspunktedes genannten 
Bogens vereinigt wäre. 

Dies bildet eine Ergänzung zu D. 

G. 
Nachdem unter B — F Anziehungen ermittelt worden sind, 
welche durch geradeLinien und Kreisbögen erfolgen, soll 
nun die durch eine allgemeine Curve bewirkte Anziehung 
untersucht werden, indem folgende Au%abe Behandelung findet: 





r 


ng.30. 
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Die einfach gekrümmte Linie Qq Q Qi ^^^ 9 bezogen auf das 
durch Fig. 30 veranschaulichte Coordinatensystem, die Gleichung 

37) y=nx)', 

dabei den constanten Querschnitt g, die constante Dichtigkeit €, 
die Anfangsabscisse ^q = Xq , die Endabscisse ^i = a?i. 

Es wirkt jene Linie anziehend auf den festen Punkt P und 
zwar nach dem New ton 'sehen Gesetze, Der Punkt ist ge- 
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geben durch die Coordinaten OP*^=aj P^P=:zh und hat die 
Masse 1. 

Man soll die Anziehung jR, welche P durch die Curve 
Qo Q Qi erleidet, berechnen (analytisch ausdrücken) ' und iwar so- 
wohl bezüglich der Grösse, als auch bezüglich der Richtung anter 
den durch die Fig. 30 angedeuteten Voraussetzungen. 





Fig. 31. 
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Hierauf sollen die Ergebnisse auf denjenigen besonderen 
Fall angewendet werden, in welchem P ipit dem Coordinaten- 
anfange zusammenfallt und die Curve Qq Q Qi eine Gerade 
ist (Fig. 31), die der X-Achse gleichgerichtet, im Abstände 
Q Qq = c, derartig liegt , dass die Strecken Q'q und Q'i die 
Längen &29 bezüglich &i, haben. 

Lösung. In der unter D angegebenen Weise erhält man 
leicht Folgendes: 

Die Anziehung, welche der Punkt P im Sinne der positiven 
X erleidet, hat den Werth 



38) 



:»' 



xy + (ft — yy 

wobei h (wie vorher) den Anziehungscoefficienten bezeichnet und 
y den Differentialquotienten von y in Bezug auf x. 

Femer ist 



39) 



J V(a— 



j/(a— a;)« + (6— yP' 
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die von der Gurve QoQQi auf den Punkt P in der Sichtung der 
positivefn y ausgeübte Wirkung. 

Die Gesammtanziehung jRy welche P erfahrt^ ergiebt sich aus 
38 und 39 mittelst der Gleichung 

40) B = yX^ + T^. 

Der von B mit der positiven Seite der Abscissenachse ge^ 
bildete Winkel, welcher o) heissen möge, ist bestimmt durch : 

41) cos (a = -:^ • 

Fällt der angezogene Punkt mit dem Coordinatenanfange zu- 
sammen , so gehen die Gleichungen Nr. 38 und 39 über in die 
einfacheren : 



42) X=kqef 



und 



^0 



/ä?» + ya* 



43) T=hqeJ 






Wird ferner die Curve Qq Q Qx zu der in der Fig. 31 an- 
gegebenen geraden Linie, so ergeben sich aus 42 und 43 die 
Werthe : 

/xdx 

45) T=hqef-^^£^' 

Damit kommt die Sache auf das unter D Behandelte zurück, 
was man durch Vergleichen von 44 und 45 mit 15 und 14 so- 
fort erkennt. 

§ 21. Trägheitsmomente. 
A. 

Unter dem auf eine Achse UV bezogenen Trägheits- 
momente (Drehungs- oder Massenmomente) T eines 
materiellen Punktes P versteht man bekanntlich dasjenige Produkt, 
welches aus der Masse m dieses Punktes und dem Quadrate seines 
Abstandes r von jener Achse gebildet ist. 






j j 



-, -> - 
j -• V 
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liegt ein System von materiellen Punkten vor , so ergiebt 
sich das Trägheitsmoment desselben durch Summirun'g der ein- 
zelnen Momente. Für Körper, wie auch für materielle Flächen 
und Linien^ ist diese Summirung eine Integration. 

Im Nachfolgenden (unter B — G) sollen zunächst einige, Fälle 
behandelt werden, in denen die zu addirenden Elem^ite nur einen 
unendlich kleinen Faktor enthalten , mithin die . loftegration eine 
einfache ist; im § 33 folgt die Berechnung von Trägheits- 
momenten unter Benutzung mehrfacher Integrale. 

Oft wird im Nachstehenden ftir die betreffenden Linien, Flächen 
oder Körper auch der Trägheit shalbmesser (q) verlangt, 
nämlich diejenige Entfernung (von der Drehachse), in welcher die 
Masse des Systems vereinigt sein müsste, wenn sie dasjenige Träg- 
heitsmoment haben sollte, welches sie thatsächlich hat. — 

lieber die Beziehung der Trägheitsmomente zur Mechanik 
und Physik sehe man, wenn nöthig, die im „Literaturverzeich- 
nisse' genannten Lehrbücher von Duhamel, Schell, Voigt, 
Weisbach oder Wüllner (Bd. 1, § 19 der 4. Auflage). 

B. 
Zunächst möge für die homogene ebene Curve PqPPi 
(Fig. 32) das auf die X-Achse des rechtwinkligen Coordinaten- 



% 32. 




Systems bezogene Trägheitsmoment Tx durch ein bestimmtes Inte- 
gral ausgedrückt werden. Dabei sei 

1) y—fioc) 
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die Gleichung der Carve^ q der constante Querschnitt, e die Dich- 
tigkeit^ X(i die Anfangsabsciflse OP^^ Xx die Endabscisse. 0P\. 

Die gewonnene Formel soll dann Anwendung finden zur Be- 
rechnung des auf die Achse UV (Fig. 33) bezogenen Trägheits- 



la. 3Ss 




momentes T einer Geraden AB y welche mit ihrem Anfangs- 
punkte A um die Streck(9 a von jener Achse absteht und sie, ver- 
längert gedacht; unter dem Winkel (o schneidet. Die Länge der 
Geraden möge c Einheiten betragen. 

Lösung. Das an dem allgemeinen Punkte P (Fig. 32) 
liegende Curvenelement hat das Trägheitsmoment 

2) idm)y^ = (q€ds)y^y 

wenn m die Masse und s die Bogenlänge der Linie bezeichnet. 
Aus Nr. 2 folgt: 



X^^Xt 



3) T« = gr sjy^ ds = 2 efy» yi + y* dx, 

X ^^ Xq Xq 

Für die durch die Figur 33 dargestellte Gerade geht die 
Gleichung Nr. 3, wenn man ÄV als X-Achse und ÄA als 
Y-Achse benutzt, über in 



0008(0 



4) T=sqeBecio 1 (xteixuo -^cY dx. 



Die Durchfuhrung der Integration liefert: 

5) T= -^ m (3 a2 + 3 ac sin «^ + c2sin2cü), 
wobei 

* 

- 6) > msssqce 

•ist. ' • ., 



94 Einfache Integmtioiidn. 

Anmexkungen zu B: 

I. Nimmt man 4en Punkt W der Fig. 33 als Goordinatenaa&ng, 
so ergiebt sich, an Stelle der Gleichung 4: 

acotia-^ceoBta 

7) T=q€i&D}(o8ecQ}fx^dx. 

acotct) 

n. Wird das fOac ^r. 4 angewendete Coordinatensystem beibehalten, 
aber AP =8 als unabhängige Yei^nderliche benutzt, so bat 
man, statt Nr. 4, etwas einfacher: 

c 

8) ^ T=qeJ'{a-\'8äji<oyds. 



Ausführung der Integration giebt, bei 7 und 8, wieder die 
Gleichung 5. 

m. Geht die Drehachse UV (Fig. 33) durch den Anfangspunkt 
Ä der Geraden, so ist das Trägheitsmoment 

9) Ts= — wc»8in«fti, 

also der Trägheitshalbmesser 

iA\ csin o> 1 '/^ . 

10) g = =— = -jr- c V3 sin Ol, 

wobei csin Ol der senkrechte Abstand des Endpunktes B von 
der Achse. 

Läuft UV durch den Schwerpunkt von AB, so hat man: 

11) T=j^mc^Bin^(o 

und 

4av c sin fii 

12) fl = — -• 

rV. Man unterlasse nicht, das unter I bis m Gesagte nachzu- 
weisen und die mit 10 und 12 bezeichneten Werthe von ^ 
aus c und a> zu construiren. 

Femer wende man Nr. 5 auf diejenigen besonderen 
Fälle an, in welchen die Gerade AS der Drehachse ÜV 
parallel liegt, pder senkrecht zu ihr steht. 

Derartige Sonderfälle kommen in der Mechanik und 
Physik besonders oft vor; so z. B. bei der Ermittelung der 
Beschleunigung der Schwere durch Beobachtung von 
Pendelschwingungen. Man sehe hierQber etwa: Wüllner, 
Experimentalphysik, Bd. 1, S. 127 der 4. Auflage. 

C. 

Für manche Untersuchungen ist es wünschenswerth ^ die Be- 
ziehung zu kennen, welche zwischen den auf parallele Dreh- 
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achsen bezogenen Trägheitsmomenten T und Tx einer ebenen 
Curve, PoPPi des vorigen Abschnittes; besteht. 

Man leite jene Beziehung her unter der Voraussetzung! dass 
die (in der Ebene der Curve liegenden) Achsen den Abstand jb 
haben. Auch wende man das Ergebniss auf denjenigen besonderen 
Fall an, in welchem die eine der Drehachsen durch den Schwer- 
punkt der Linie geht. 

Lösung. Lässt man die der Curve näher liegende Dreh- 
achse mit der X-Achse d|ßs Coordinatensjstems (Fig. 32) zusapomen- 
fallen und bezeichnet das auf sie bezogene Trägheitsmoment mit T; 
so gilt für letzteres die Gleichung Nr, 3 ; hingegen hat man für 
Tiy welches sich auf die um 'k unter der X-Achse liegende Paral- 
lele bezieht: 

» ■ . 

13) Tt = qsf(y + k)^ds. 

X=Xq 

Mit Benutzung der Gleichung 10 des § 18 (siehe diesen) 
folgt hieraus: 

14) Ti = T+2Jcmfj-{'Jc^m 

als die zwischen den beiden Trägheitsmomenten stattfindende Be- 
ziehung. 

Geht die Achse, auf welche T bezogen ist, durch den Schwer- 
punkt der Curve, so verwandelt sich die Gleichung 14 in die 
einfachere : 

15) Ti = T+k^m, 
welche sehr leicht in Worte gefasst werden kann. 

D. 
Das unter B Behandelte möge Erweiterung finden, indem 
die Aufgabe gestellt wird: für eine homogene doppelt ge- 
krümmte Linie, welche auf ein rechtwinkliges Coordiuaten- 
system bezogen ist, die drei ftir die Systemachsen geltende» Träg- 
heitsmomente Txf Tp und Tz zu berechnen. Dabei soll die Curve 
gegeben sein dardi die Gleichungen 

16) y = fix) 

ihres Grundrisses und 

17) = q){x) 

ihres Aufrisses. Fenaer möge ihre Bogenlä9ge s vpn x= Xq bis 
x = Xi gemeint sein. 



% 
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Lösung. Es ergiebt sich sehr leicht: 

«SS«! 



18) 



Ts=qef(j/i + s^)ds, 



XT=zXa 



X=Xi 



19) 



T, = qsßx»-{-e»)ds, 



X=Xa 



XssXt 



20) 



T, = qsf(x»-\-y*)ds, 



X = Xa 



in welchen Gleichungen q und e die frühere B^eutung haben und 

ist* Die Werthe von y und g , wie auch die der Differential- 

dy dz 

quotienten -^ und -j— , sind in jedem besonderen Falle den Glei- 
ax ax 

chungen 16 und 17 zu entnehmen und in 18 — 20 einzuftihren^ 
worauf die Integration erfolgen kann« 

Anmerkung. In Bezug auf Beispiele sehe 
man : Fuhrmann^ Aufgaben a. d. analjt. Mechanik, 
Th. I, S. 155 u. 156 der 2. Auflage. 

E. 

Der Behandlung der Trägheitsmomente von Linien möge 
nun diejenige der ümdrehungsflächen angeschlossen werden 
und zwar durch folgende Aufgabe : In der Ebene zweier sich 
rechtwinklig schneidenden Achsen OX und OZ (Fig. 34) hat 
man eine Curve PqPi durch die Gleichung 

22) if = f(x) 

gegeben, wobei OP' = Xy P^P=^0 ist. 

Die Bogenlänge s = Po Pi kommt von OP'^ = Xq bis OPj = a?i 
in Betracht. Es dreht sich jene Curve um die Achse Z und er- 
zeugt dadurch die Fläche PqQqQiP\' Der Drehwinkel ist o) ; die 
Dicke d und die Dichtigkeit e . der genannten Botationsfläche sind 
unveränderlich. 

Man soll das auf 0^ bezogene Trägheitsmoment Tg und den 
zugehörigenen Trägheitshalbmesser qg durch bestimmte Integrale 
ausdrücken. 
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Auch soll das Ergebniss auf denjenigen besonderen Fall 
Anwendung finden« in welchem die Curve PqPi ein gegen die 
Achsen convexer Viertelkreis ist, welcher dieselben mit seinen 
Endpunkten berührt und um Z eine volle Umdrehung macht 




^' p' p,' 



Lösung. Unter Benutzung gürtelförmiger Flächenelemente 
erhält man 



23) 

und dann 

24) 



^se.pi/i+{^yä. 



Q' 



^ m 



wobei m die Masse der Fläche Pq Qq Qi Pi bezeichnet, also 



25) 



m 



^,.J:y^+(^)'a. 



^0 



ist. 



Wenn der in der Aufgabe genannte besondere Fall vor- 
liegt und der Halbmesser des Viertelkreises a genannt wird, so tritt 

26) = a — yx{2a — x) 

an die Stelle von Nr. 22. Femer gehen die Gleichungen 23 
und 25 über in: 



Fährmann, Anwendmigen d. Inflnltetimalrecbnang. Th. II. 
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a 



27) Tr=27td8a f-==^==dx 

JVx&a — x) 



und 

a 



28) m = 27td£a f , ^ d 

Jyx(2a — x) 



X» 

^ y x(2a — x) 

Behandelt man die rechten Seiten derselben (welche übrigens 
noch etwas umformbar sind) in einer der bekannten für die Inte- 
gration irrationaler algebraischer Functionen geltenden Weisen*), 
so ergiebt sich: 

29) T,=^7ta^TC — U)d€a^ 

D 

und 

30) w = 7r(7r — 2)(J6a2, 



also 



^,, l/ l5 TT - 44 



(^-2) 

F. 

Zum Schlüsse möge (unter F und G) die Ableitung der Träg- 
heitsmomente einiger Körper folgen, nachdem vorher (unter B — E) 
die von Linien und Flächen behandelt wurde. 

Zunächst sei folgende Aufgabe gestellt : Ein hohlerKreis- 
cjlinder hat den äusseren Halbmesser a, den inneren hy die 
Höhe hy die Dichtigkeit €. Man soll (durch einfache Integration) 

I. das auf seine Achse bezogene Trägheitsmoment T be- 
rechnen, 

II. das Ergebniss auf den besonderen Fall des massiven 
Cylinders anwenden. Auch soll man 

III. für beide Fälle die Werthe der Trägheitshalbmesser 
(Qu Q2) ableiten und angeben, wie sie sich (aus den Strecken 
a und by bezüglich a allein) construiren lassen. 



*) Schlömilch, Compendium der höh. Analysis, Bd. 1, § 71 und 
72 der 5. Auflage. — Stegemann, Grundriss der DiflT. u. Int., Th. II, 
§ 21 u. folg. der 4. Auflage (von L. Kiepert). — Minding, Sammlung 
von Integraltafeln, S. 103. 



l 
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Lösung. Als Massenelement einen Hohlcylinder benutzend^ 
dessen innerer Halbmesser r und dessen äusserer Halbmesser r -}- ät 
ist; hat man : 

a 

32) T=27i8hfr^dr. 

b 
Hieraus folgt: 

33) T=~ne(a^ — li)h = ~(a'^ + })^)m, 

wobei m die Masse des hohlen Cylinders bezeichnet. 

Wenn Letzterer nicht hohl ist, sondern massiv, so hat das 
Trägheitsmoment den Werth 

34) T=^a^m, 

ist mithin eben so gross, als ob die Hälfte der Cylindermasse 
im Abstände a (auf der Mantelfläche) angesammelt wäre. 

Für die Trägheitshalbmesser ergiebt sich: 
35) Q^=y^(a^ + 62) = ^ K2(a2 + b^) = 0,707 /a^ + 6», 
bezüglich 

36) P2=f/-2-a = 0,707 a, 

auf drei Decimalstellen abgerundet. 

Nr. 35 ist als Hypotenuse, Nr. 36 als geometrisches Mittel 
construirbar, was ausgeführt werden möge. 

G. 

Bei sehr vielen naturwissenschaftlichen oder technischen Ufiter- 
suchungen braucht man das Trägheitsmoment der Kugel für 
eine durch den Mittelpunkt gehende Drehachse. (In der Physik 
z, B, wenn die Beschleunigung der Schwere durch Be- 
obachtung von Pendelschwingungen ermittelt werden soll*). 

Es möge jenes Trägheitsmoment (T) Herleitung finden, indem 
man sich die (homogene) Kugel aus unendlich dünnen, zur Dreh- 
achse senkrecht liegenden Scheiben zusammengesetzt denkt und den 
oben in der Gleichung Nr. 34 gewonnenen Satz benutzt. 



*) Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, S. 124 u. 128 der 4. Aijfl. 






j j ' 
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Femer möge der Trägheitshalbmesser (q) berechnet werden. 
' Endlich soll man beide Ergebnisse auf die H o h 1 k u g e 1 an- 
wenden. 

Lösung. Wird mit £ die Dichtigkeit der Kugel bezeichnet^ 
mit a der Halbmesser, mit z der senkrechte Abstand von der 
Aequatorebene, so ist 

a 

37) T= 7t€ f(a^ — z^yde. 



Das giebt: 

38) T=~n€a^, 

oder, wenn m die Masse der Kugel bedeutet, 

2 

39) T=-^ma^. 

Das Trägheitsmoment der Kugel ist also eben so gross , als 
ob ^/s der. Kugelmasse in dem Abstände a (auf der Oberfläche) 
zusammengedrängt wären. 

! FQr den Trägheitshalbmesser hat man; 

40) Q = VOyi a = 0,632 a, 
wenn auf drei Decimalstellen abgerundet wird. 

Liegt eine Hohlkugel vor, deren äusserer Halbmesser a, 
deren innerer b und deren Masse wieder m heissen möge , so ist 
das Trägheitsmoment 

A^^ rp 8 ^ ^ . ^ 2 a^ — l^ 

41) T=-^rtsia^^h^)=.^m^^-^^. 

also der Trägheitshalbmesser 



^^^ ^-^ 5 («3- 63)' 



Anmerkung. So wie im Vorstehenden die Kugel 
behandelt worden ist, können, was man leicht erkennt, 
alle Umdrehungskörper behandelt werden (näm- 
lich durch Zuhilfenahme der Gleichung 34 von S. 99)* 

§ 22. Gleichgewicht einer drehbaren Oeraden. 

Eine homogene starre Gerade A B (Fig. 35) ist, ohne Reibung, 

drehbar um ihren festen Anfangspunkt A. Auf jedes Längenelement 

Xdu = dAQ) dieser Geraden wirkt, horizontal nach links, eine 
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Kraft, welche derartig von der Länge des Elementes und von dem 

gegen die Kräftrichtung gemessenen Neigungswinkel o) abhängt, 

dass sie stets ein constantes Vielfaches, näm-. 

lieh das P - fache , der Verticalprojection. der fjg^ JJT, 

Elementslänge ist (also desto grösser, je näher 

sich die Gerade der verticalen Lage befindet). 

Ausserdem wirkt auf jedes Element sein 
Grewicht senkrecht nach unten. 

Die Gerade hat die Länge ^JB = a und 
das Gesammtgewicht 6r. 

Man soll berechnen, für welchen Winkel o) 
das Letztgenannte die unendlich vielen horizon- 
tal wirkenden Kräfte im Gleichgewichte hält. 

Das Ergebniss soll angewendet werden zur Bildung einer für 
(o näherungsweise dann geltenden Formel, wenn P, mit G 

verglichen, sehr gross ist, also — sehr klein, nämlich derartige dass 

das Quadrat dieses Verhältnisses gleich Null gesetzt werden darf. 

Lösung. Die auf verschiedene Weisen leicht ausdriickbare 
Gleichgewichtsbedingung liefert, gehörig vereinfacht, die Beziehung 
1) 6r cos ö) = a Psin^ w. 

Aus Letzterer folgt för den gesuchten Winkel (der positiv und 
spitz sein müss, was die Anschauung lehrt) 




2) cos w Ä — 

^ 2aP 



und 



ox : . o G{)/4.a^P^+G^-G) 

3) sm^ 0) = — — — — 

^ 2 «2 P2 



Ist P, mit G verglichen, so gross, dass \-^) vernachlässigt 



werden darf, so hat man näherungsweise 
4) cos w = 1 — 



2aP 

und 



5) sin (ji) 



y aP 



(Nr. 4 folgt aus 5 unter Beachtung der auf Seite 132 des 
I. Theiles stehenden Näherungsformel Nr. 6.) 
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§ 23. Delmung durch Elgengewiclit. 

Es Bei A B (Fig. 36) ein stabförmiger, senkrecht aufgehängter, 
am oberen Ende befestigter Körper. In ungedehntem Zustande möge 
er die Länge AJB = l und die Querschnittsfläche F haben; femer 
soll y das Gewicht der Volumeneinheit des Körpers bezeichnen. 

Wird derselbe durch eine Kraft P ge- 
spannt, so erleidet er (unter gewissen Vor- 
aussetzungen , die man in der elementaren 
ISlasticitätslehre zu machen pflegt) bekannt- 
lich die Dehnung 

1) ' ^' 



Ä 



ng.36. 



l 



C 



1 = 



EF 



Pi 



B 



Dabei bedeutet JE den Elasticitäts- 

m o d u 1 , also die Kraft, welche ein Prisma 

vom Querschnitte 1 um seine eigene Länge 

^ dehnen würde, falls das ohne üeberschrei- 

tung der Elasticitätsgrenze möglich wäre*). 

Die Gleichung Nr. 1, welche als be- 
kannt yx>rausgesetzt werden möge, lässt sich 
benutzen, um diejenige Dehnung, A, zu be- 
rechnen, welche der stabförmige Körper 
dann erleidet, wenn nur sein eigenes 
Gewicht, 

2) G = FlY, 

spannend auf ihn wirkt. Es kann nämlich mittelst jener Gleichung 
zunächst die Dehnung, dX, angegeben werden , welche ein unend- 
lich kurzes Körperstück von der Länge 

durch das unter ihm hängende Gewicht des Körpertheiles B G 
(veränderliche Länge x) erfahrt. Hierauf aber lässt sich, durch 
Integration , die Gesammtdehnung , i, , des Körpers A B ermitteln. 
Es soll Letztere auf diesem Wege hergeleitet und dann mit 
derjenigen Dehnung, Ai, verglichen werden, welche der stabförmige 
Körper erleiden würde, wenn sein Gewicht 6r nicht über die Länge 



*) Näheres: Weisbach-Herrmann, theoretische Mechanik, §210 
der 5. Aufl. 
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fl 

{ vertheilty sondern am unteren Ende, bei JS^ als Belastung an- 
gebracht wäre. 

Ferner soll man angeben, durch was für eine Linie das für 
die Dehnung gefundene Gesetz sich bei Anwendung rechtwinkliger 
Coordinaten darstellen lässt. 

Endlich sei zu berechnen, wie sich diejenigen Dehnungen 
(h, A3, Xi), welche das untere, das mittlere und das obere Drittel 
des Körpers erleiden, zu einander verhalten. 

Lösung. Das Eörperstück CCi (Länge dx) erleidet durch 
das unter ihm hängende Gewicht (Fx y), entsprechend der Gleichung 
Nr. 1, die Dehnung 

3) dX = ^^P^ = ^.d.. 

Hieraus folgt, durch Integration, für diejenige Dehnung, kxy 
welche BG erföhrt: 

4) Aar = 2~B^^ ' 

femer für die dem ganzen Körper AB ertheilte: 
oder, anders dargestellt, 

Wäre das Gewicht 6r nicht über die Länge l vertheilt, son- 
dern an dem Ende B (als Belastung) angebracht, so würde es 
(laut Gleichung 1) die Dehnung 

^) ^' = EF 

erzeugen. Es besteht also die einfache Beziehung 

8) X = i-Xx. 

Das durch die Gleichung Nr. 4 ausgedrückte Dehnungsgesetz 
wird , wenn man die Veränderlichen x und A^ als rechtwinklige 
Coordinaten auffasst , durch eine gemeine Parabel dargestellt. 
Ihre Achse fUUt zusammen mit der der Ordinaten (A^) ; ihr Scheitel 

E 

mit dem Coordinatenanfange ; der Halbparameter hat den Werth — • 
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Für die Dehnungen^ welche in der Aufgabe mit Aa^ i^ and l^ 
bezeichnet worden sind, liefert die Gleichung Nr. 4 die Beziehung 

9) Aa : A3 : A4 = 1 : 3 : 5 , 

weil sich die Werthe der Ix wie die Quadrate der x verhalten. 

§ 24 Hechanisohe Arbeit bei der durch Eigengewicht 

verursachten Dehnung. 

Im Anschlüsse an das Vorhergehende hat man leicht Folgen- 
des: Das unter dem Eörperstück 

CCi = dx, 
Fig. 36 9 häi^gende Gewicht Fxy dehnt ersteres nach und nach 
um die Strecke 

1) dl = ^dxy 

laut Gleichung 3 von S. 103. Die hierbei aufgewendete mecha- 
nische Arbeit ist bekanntlich*) gleich — Fxy .dl. 

Dies aus der Physik oder Mechanik als bekannt voraussetzend, 
soll man diejenige Arbeit, L, berechnen, welche der stabförmige 
Körper AB in sich aufnimmt, indem er durch sein Eigengewicht 
die Dehnung A erleidet. 

Dabei soll L angegeben werden 

I. ausgedrückt durch E, Fy y und 7, 
U. „ „ G und A, 

wobei die genannten Grössen dieselbe Bedeutung haben , wie im 
vorhergehenden Paragraphen. 

Lösung. Man hat: 

2) dL = ^x»dx; 
mithin, durch Integration, 

3) L==yi^, 

6E ' 
oder 

'4) L = ^Gl, 

was, in Worte gefasst^ einen sehr einfachen Satz giebt. 



*) Näheres: WeisbaQh-Herrmann, theoretische Mechanik, S. 393 
der 5. Aufl. 
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§ 25. Arbeit beim Zusammendrücken der Lnft. 

A. 
In einem Gylinder AB CD (Fig. 37) möge ein dicht schliessen- 
der Kolben EFGH beweglich sein. Der Inhalt der Bodenfläche Bei f. 



B 



rig.3T 



E 




F 


H 




ff— ,-. 


J 




: [ — 

r— ■* — ^~ 


Tf 
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f 


^/ 








, 



A 



D 



Es soll der Kolben ein Luftvolumen Vy von der Höhe hy ab« 
sperren, welches die Spannung p hat. 

Durch irgend eine Kraft möge Ersterer derartig herabgedrückt 
worden sein, dass die untere Fläche aus der Lage HG in die 
Lage Hl Gl kam, welcher die Höhe hi und das Luftvolumen Vj, 
Ton der Spannung pi^ entspricht. 

Femer möge die Annahme gemacht werden, dass bei der 
Zusammendrückung die Temperatur sich nicht verän- 
derte, also das Mariotte'sche Gesetz 

1) vp = ViPi 

Giltigkeit hatte. Diese Annahme ist zulässig^ wenn die Volumen- 
veränderung so langsam erfolgt, und die Cylinder wände für die 
Wärme so durchlässig sind , dass ein Ausgleich der inneren und 
der äusseren Temperatur stattfindet. (Vergleiche B auf S. 107.) 
Man soll nun, unter der genannten Annahme, diejenige 
Arbeit, i, berechnen, welche nöthig war, um die Verdichtung 
auszuführen, um also die Luftmenge von dem Volumen v und der 
Spannung p auf das Volumen Vi und die Spannung pi zu bringen. 
£s ist mithin herzuleiten, nach welcher Gleichung L von den 
Crrössen i;, p und Vi, oder Vy p und jpi, abhängt. 
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Lösung. Um das Arbeitselement dL zu ermitteln, denken 
wir uns, dass HG in die allgemeine Lage JK (der die Höhe x 
entspricht) gekommen sei und dann um das unendlich kleine Weg- 
stück dx weiter rücke. 

Das unter JK abgesperrte Volumen möge Vx heissen ; seine 
Spannung px» ^s besteht dann (laut Nr. 1) die Gleichung 

2) Px=—P' 

Die Eolbenfläche f wird also mit der Kraft 

3) fp. = f-^ 

^ '^ Vx 

gedrückt. Mithin bedarf es der Arbeit fpxdx, wenn JK um das 
Wegelement dx weiter herabrücken soll. Daher ist 

4) dL = ^dx. 

X 

Hieraus folgt, durch Integration, für die zu berechnende Arbeit 
der Werth : 

5) L = vplj^y 
welcher auch in den Formen 

6) L = vpl — 

' Vx 

und, laut Nr. 1, 

7) L = vpl'^ 

gegeben werden kann. 

Anmerkungen zu A: 

I. Die Gleichungen 5 — 7 lassen sich auf verschiedene 
Weisen leicht in Worte fassen, was nicht unterbleiben 
möge. (Dabei ist zu beachten, dass die vorkommenden 
Logarithmen gemeine Zahlen sind und das Produkt vp 
eine Arbeit ausdrückt.) 
II. Eben so leicht sind jene Gleichungen auf besondere 
Fälle anwendbar. Man berechne etwa diejenigen 
Arbeiten, welche nöthig sind, um das anfanglich vor- 
handene Luftvolumen auf ^/s seines Betrages zusammen- 
zupressen , oder um die anfangliche Spannung zu ver- 
doppeln. 
III. Für das Ausdehnen der Luft gilt Dasselbe, wie für 
das Zusammendrücken, 
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I y. Wirkt auf die R ü c k f 1 ä c h e des Kolbens die a t m o - 
sphärische Luft; so ist die durch letztere ver- 
richtete Arbeit gehörig zu berücksichtigen. 

Sie hat den Werth 

8) Lo=fpo{h-h)> 

wenn ^o ^i^ Grösse des äusseren Luftdruckes bezeichnet. 

V. Man kann die Gleichungen 5 — 7 auch durch Anwen- 
dung der im § 74 des I. Theiles unter Nr. 16 stehen- 
den (für sehr kleine d giltigen) Näherungsformel 

9) d = ia + ä) 

herleiten (ohne Integralrechnung). Hierüber : W e i s - 
bach-Herrmann, theoretische Mechanik , S. 926 
und 927 der 5. Auflage. 

B. 

Es möge nun vorausgesetzt werden, dass die unter A gemachte 
Annahme von der ünveränderlichkeit der Temperatur nicht 
erfüllt sei, die Luft vielmehr in einer für Wärme undurch- 
dringlichen Hülle (von schlechten Wärmeleitern) die Zu- 
sammenpressung erfahre, oder — was auf Dasselbe hinauskommt — 
dass während der (sehr schnell erfolgenden) Volumenänderung 
keine merkliche Zuführung oder Abführung von 
Wärme stattfinde. 

Dann besteht, was aus der Physik als bekannt vorausgesetzt 
werden möge, an Stelle der Gleichung Nr. 1 die Beziehung 

10) ^=(^y, 

Pi \v / 
in welcher Je eine bekannte Constante bedeutet, nämlich (auf zwei 
Decimalstellen abgerundet) die Zahl 1,41 *)• 

Man soll nun, wie unter A, (doch jetzt mit Zugrundelegung 
der Gleichung 10) die Arbeit L berechnen, welche nöthig ist, um 
die Luftmenge von dem Volumen v und der Spannung p durch 
Znsammendrücken auf das Volumen Vi und die Spannung jpi zu 
bringen ; es soll also L erstens durch v, p, Vi und k und zweitens 
darch t;, p, px und k ausgedrückt werden. 

*) Näheres: Clausius, mechanische Wärmetheorie , Bd. 1, S. 65 
der 3. Auflage. — Weisbach-Herrmann, theoretische Mechanik, 
S. 1086 der 5. Auflage. — Zeuner, technische Thermodynamik (8. Aufl. 
der mechanischen Wärmetheorie), Bd. 1, S. 113 und 134. 
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Lösung. Auf dem unter A genannten Wege findet man 
für das Arbeitselement den Werth 



= fP { — ) öfo?. 



X / 



11) dL 

Er giebt, integrirt^ 
12) 
was Dasselbe ist, wie 

oder, gemäss Nr. 10; wie 



-=B-W-^ 



14) 



^=Ä{(f) -1} 



Anmerkungen zu B: 

I. Man unterlasse nicht, die Gleichungen 13 und 14 so 
auszunutzen, wie es . in Bezug auf Nr. 5 — 7 durch die 
dort stehenden Anmerkungen I und II angeregt worden 
ist. Ferner beachte man, dass III und IV auch hier 
wieder Giltigkeit haben. 
II. Für Ä; = 1 geben die Gleichungen Nr. 12 — 14 zu- 
nächst - Unbestimmtes (nämlich • oo) ; bei . genauerer 
Untersuchung (gemäss Th. I, Cap. III) aber Nr. 5 — 7. 

§ 26. Druck tropfbarer Flüssigkeiten, 

A. . 

Allgemeines über derartigen Druck. 
. Bei Untersuchungen, welche den von tropfbaren Flüssig- 
keiten ausgeübten Druck betreffen, ist gehörig zu beachten, dass 

Fig. 38* <5erartige Flüssigkeiten so gut wie 
j n gar nicht zusammen press - 

bar sind, dass ihre Theilchen sich 
-sehr leicht verschieben 
lassen und dass ein Druck nach 
allen Richtungen hin sich 
fortpflanzt. 

Hat man in irgend einem 
Gefässe AB CD (Fig. 38) eine 
tropfbare Flüssigkeit, auf welche 
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nur die Schwere wirkt , und wird der Druck , welcher in der 
Tiefe (unter dem Spiegel EF) für die Flächeneinheit 
vorliegt, mit p bezeichnet, so ist der in der Tiefe g-^-dg vor- 
handene gleich p-\- dp. 

Es soll jp berechnet werden als Function der „Druckhöhe'' z 
und des Gewichtes y der • Volupieneiaheit der Flüssigkeit. Auch 
soll man das Ergebniss in Worte fassen. 

Lösung. Die Druckzunahme dp kann nur herrühren 
von dem Gewichte der Flüssigkeitssäule, welche die Höhe dg hat 
und über der Flächeneinheit steht. Es ist also 

1) dp = ydg. 
Daraus folgt^ durch Integration, 

2) p = yz. 

Das heisst : Der Druck, welchen eine tropfbare 
Flüssigkeit auf die Flächeneinheit ausübt, ist 
gleich dem Gewichte derjenigen Flüssigkeits- 
säule, welche jene Einheit als Basis und die (un- 
veränderliche) Druckhöhe derselben zurHöhe hat. 
(Er wächst also proportional der Tiefe.) 

Hieraus folgt z. B., dass der Druck auf den horizontalen 
Boden bei jeder Form des Gefasses gleich ist dem Gewichte 
fhy, wenn f den Inhalt des Bodens bezeichnet. 

Bei Flächen , welche nicht wagerecht sind , - muss dem 
Umstände Rechnung getragen werden, dass die Druckhöhe ver- 
änderlich ist. Es sind also dann Flächenelemente 
(unendlich kleine Flächen) in Betracht zu ziehen. (Man sehe 
hierüber das unter B Nachfolgende.) 

B. 

Wasserdruck auf schiefliegende ebene Gefässwände 

von allgemeiner Form. 

Ein vollständig mit Wasser gefülltes Geföss möge die durch 
Fig. 39 angedeutete Gestalt haben. Dabei soll DCF eine ebene 
Seitenwand von irgend welcher Form sein, geneigt 
unter dem Winkel a gegen den Flüssigkeitsspiegel AB CD. Man 
denke sich die Begrenzungslinien der Wand auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem von der Art, wie Fig. 40 es darstellt, bezogen 
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und be2ieichne OS mit Xj SBq mit ^o? ^^i ™^^ tfi ^^^ OT 
mit a. Für jenes System mögen yo und yi gegeben sein durch 
die Gleichungen 

3) yo = 9o (oo) 
und 

4) yi = q>i (x). 



Fig. 39. 




o\ H D 




Nun berechne man, mit Benutzung des vorher unter A 
Gefundenen, 

I. den von der Wassermasse (die nur der Schwere unter- 
liegt) senkrecht zu der Seitenwand D GF ausgeübten 
Druck P; 

n. seine statischen Momente, P^ und Pt], in Bezug 
auf die Achsen OY und OX, also auch die Coordinaten 
^ und f] des Druckmittelpunktes (nämlich der- 
jenigen Stelle der Wand, welche unterstützt werden muss, 
wenn dem Drucke P das Gleichgewicht gehalten werden 
soll). 

Man gehe dabei aus von dem Satze, dass der Wasserdruck, 
welcher senkrecht zu einem in der Tiefe QJR = z (Fig. 39) 
liegenden, nämlich längs Mq Hi sich erstreckenden Flächenelemente 
(von der Breite dx) stattfindet, aus der Gleichung Nr. 2 von 
S. 109 folgt. 

Es hat dann keine Schwierigkeiten, P, P| und Ftj durch 
a, CK, /, X, yo und yi in Form von Integralen auszudrücken, wo- 
mit der Aufgabe genügt ist. 

Endlich wende man die erhaltenen Formeln 
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m. auf denjenigen besonderen Fall an^ in welchem die 
Seitenwand CDF ein gleichschenkliges Drei- 
eck ist mit der Grundlinie GD = b und der Höhe 
HF=a, Auch möge für diesen Fall ein Zahlen- 
beispiely etwa C?D = 1,2 Meter, HF=lfS Meter, 
a = 90®, durehgefährt werden. 
Lösung. I. Es wirkt der in jeder Horizontalschicht vor- 
handene Druck nach allen Richtungen hin, also auch senkrecht 
zur Seitenwand; demnach ist (laut Gleichung 2 von S. 109). der 
auf den unendlich schmalen Flächenstreifen kommende Normaldruck 

5) . dP = 'y am a.x(yi — yo)äx. 

Sämmtliche dP sind parallel gerichtet, dürfen mithin ohne 
Weiteres addirt werden ; man hat daher : 

a 

6) P = ysma I x(yi — yo) dx. 



Hierbei bedeutet das Integral bekanntlich das statische 
Moment der Fläche CDF bezüglich der F- Achse. Wird also 
der Inhalt der genannten Fläche mit f bezeichnet und die Ent- 
fernung, welche ihr Schwerpunkt von der Y-Achse hat, mit 
u^ so geht die Gleichung 6 über in 

P=y sina »fUj 

oder, wenn die Druckhöhe des Schwerpunktes h genannt 
wird, in 

7) P = fhY. 

Man hat also den Satz : Der Druck P ist gleich dem 
Gewichte einer "Wassersäule, welche den Inhalt f 
der Seitenwand zur Grundfläche und die Druck- 
höhe Ä des Wandschwerpunktes zur Höhe hat. 

Es bleibt daher dieser Druck für dieselbe Flüssigkeit unver- 
ändert, so lange f und h unverändert sind, welche Lage dabei die 
Wand — durch Drehung um den Schwerpunkt — auch annehmen 
möge. Femer ist P nicht abhängig von der Menge des im Ge- 
fässe befindlichen Wassers; also nicht von der Gefässgrösse; 
nur von f und Ä. 

IL DasMomentvon Pin Bezug aufdie ÜT- Achse, 
nämlich P^, folgt bekanntlich aus der Gleichung 
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Es vki daher 



a 



8) P^ == y sin « / a:» {y^ ^yQ)dx. 



Ebenso hat man für das auf die X - A «6 h s e bezogene Moment 
von P: 

a 

9) Ptjz=z — y sin ajx (yi» — yo^) dx. 



Die LagedesDruckmittelpunktesist mithin bestimmt 
durch die Coordinaten: 

a 

fx^{yi—yo)dx 

10) l = V: ^ 







und 



1 

11) ^=.^^= 



fxiyi—yQ)dx 



Die in den Gleichungen 6 und 8 — 11 vorkommenden Strecken 
^0 und yx sind in jedem besonderen Falle bekannte Functionen 
von X (laut 3 und 4). 

Die Lage der Coordinatenachsen hat man der Natur des 
Sonderfalles immer gut anzupassen. 

III. Besitzt die Seiten wand CDF die Form des durch die 
Aufgabe näher bezeichneten gleichschenkligen Dreiecks; 
so ist; wenn das Coordinatensjstem in der nachstehenden Weise 
(Fig. 41) liegt, 

12) y. = A(2«-^ 



13) yo = 



2a 
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Demgemäss liefern die Gleichungen 6, 8 und 9 die Werthe: 

14) P = -^a2fey8ina, 

15) P^ = ^a36y8ina, 

1 

16) P7j = — a^b^yBma. 

Der pruckmittelpunkt hat 
alsa die Coordinaten 

17) § = -|'0, 

18) V = Y^, 

deren letztgenannte selbstverständlich ist. 

Für das genannte Zahlenbeispiel ergiebt sich : 

19) P = 648 Kilogramm, 

20) ^ = 90 Centimeter, 

21) ?7 = 60 Centimeter. 

§ 27. Anregungen und Anmerkungen, 

einfache Integrationen aus Abu Gebieten der Elektricitätslehre, 

Volkswirthschaft und Statistik betreffend. 

A. 

Diejenigen, welche den Kreis der vorausgegangenen Anwen- 
dungen der einfachen Integration durch einige Aufgaben aus 
der Elektricitätslehre zu erweitem wünschen, werden gut 
thun, das unter I bis III Folgende zu behandeln (und zwar im 
Sinne der dabei genannten Literatur): 

I. Die Vertheilung derElektricität auf einer kreis- 
förmigen unendlich dünnen Scheibe. (Exner, Vorlesungen 
über Elektricität, S. 69—71.) 

II. Die Capacität einer derartigen Platte und eines 
geraden Kreiscylind ers. (Exner, ebenda, S. 209 — 210, 
214-217). 

III. Die Verzweigung des galvanischen Stromes 
in körperlichen Leitern für den Fall, dass letztere kreis- 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Thl. IL 8 



I 
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förmig und concentrisch sind , aufgestellt in einer Flüssig- 
keit von bekanntem specifischen Widerstände. Beispiel : Die 
Kupfer- und Zinkcylinder der Daniell'schen Kette. 
(Es ergiebt sich^ dass der Widerstand der zwischen den beiden 
Leitern befindlichen Flüssigkeitsschicht nur von dem Yerhältniss 
der Halbmesser abhängt. Näheres: Wiedemann, Lehre von 
der Elektricität, Bd. 1, S. 368 und 369.) — Femer för den Fall 
zweier kreisförmigen Platten, welche in einer Flüssigkeit 
derartig einander gegenüber gestellt sind^ dass die Yerbindungs- 
gerade der Mittelpunkte auf beiden senkrecht steht, (W i e d e - 
mann^ ebenda, S. 369 und 370.) 

B. 
Interessante der Yolkswirthschaftslehre und der 
Statistik angehörende Verwendungen der Integralrechnung ent- 
halten die im „ Literatur verzeichniss" genannten Arbeiten von 
Launhardt und Z e u n e r ; das Studium derselben möge hiermit 
empfohlen sein. 



Capitel n. 

MEHRFACHE INTEGRATIONEN. 



§ 28. Einleitimg. 
A. 

Berechnung einiger Integralwerthe« 
Von der Theorie der mehrfachen Integration sollen im Nach- 
folgenden nur die Anfangsgründe als hekannt vorausgesetzt 
werden. Man sehe , wenn nöthig ; Schlömilch^ Compendium 
der höheren Analysis, Bd. 1, § 95 — 102 der fünften Auflage, oder 
die entsprechenden Abschnitte anderer Lehrbücher der Infinitesimal- 
rechnung. 

Zunächst möge das Bereiihnen der Werthe mehr- 
facher bestimmter Integrale an einigen einfachen Bei- 
spielen geübt werden; welche später (bei der Behandlung Ton 
Cubaturen, Anziehungen und Trägheitsmomenten) 
Ausnutzung finden. Es sei die Aufgabe gestellt: 

aro=0 ^0=0 



II. e/a = Z' f {c^x)dxdy 

J J 1//I.2 /y.2 



«0 



CS— a y3=— yä«-— ä« 



)/a2 — a;2 — y2 |/öj2 _f_ ^2 _ 2 c^z;* ' 



f^"]/^ X h r— 

IIL J^=J J J{x^ + y^)dxdyd8 

a^o=0 yo=Ö '0=0 

ZU berechnen (wobei nur x und y veränderlich sind). 

8* 
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Lösung. Bei I hat man: 



P 3ä, 

a:n=0 



also 



Bei n giebt die Ausfuhrung der ersten Integration : 



Xi=-f a 



3) J.=^/'-fe^£^, 



womit die Sache auf § 1/ IV9 zurückkommt. 
Endlich liefert HI die Integrale 

4) Ji = — — y f(x^ + y')(ay3 — 2x)dxdy 
und 

al/T 

5) J8 = 27^y(af^— 2a;)a;«(far, 



a?o=0 



mithin den Werth 



6) e73 = y/3aa. 



B. 
Vier Flächenelemente. 

Als Vorbereitung auf die folgenden Paragraphen soll nun die 
Doppelintegration für eine sehr bekannte Flächeninhaltsberechnung 
Anwendung finden und zwar so, dass gleichzeitig der Zusammen- 
hang zwischen den betreffenden einfachen und 
zweifachen Integralen hervortritt. 

Es sei die Aufgabe folgende : Der Inhalt S des mit dem Halb- 
messer OÄ==ia beschriebenen Viertelkreises ÄOB (Fig. 42— 45) 
soll ausgedrückt werden 
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I. durch ein einfaches Integral^ indem man ihn zusammen- 
setzt 

a) aus unendlich vielen (unendlich schmalen) trapez- 
förmigen Streifen, welche der Y-Achse gleich- 
gerichtet liegen (Fig. 42), 
ß) aus unendlich vielen Sectoren (Fig 43); 





IL durch ein Doppelintegral 

a) bei Benutzung von rechtwinkligen Coordinaten 

(iOQo = Xy QoQ = V'^ Fig. 44), 

ß) unter Anwendung von Polarcoordinaten 
(OB = ry ^ÄOR = e, Fig. 45). 



r/g.44. 




Fig. 45. 




Lösung. L Benutzt man als Flächenelement {dS) einen 
Streifen, dessen Länge P' P=y (Fig. 42) und dessen Breite 
das Differential von OP'=^Xy so ist 

7) dS=ya^ — x^dXi 

also 



118 MehrfEbche Integrationen. 

8) S=fya^ — x^dx. 

Wird hingegen (Fig. 43) die Fläche aus unendlich vielen 
Sectoren zusammengesetzt und dabei der Winkel AO P mit 6 
bezeichnet, so hat man: 

9) (i/S = ya2d0 

und 

öl =-3" 

10) S=J\a^de. 

00 = 
Bei den durch Nr. 8 und 10 ausgedrückten Quadraturen hat 
das Flächenelement nur eine unendlich kleine Dimension (bei den 
unter II folgenden besitzt es deren zwei). 

II. Denkt man sich den allgemeinen Punkt Q der Fläche 
(Fig. 44) bestimmt durch die rechtwinkligen Coordinaten 
Qo=Xf QQQ = y und lässt jede derselben um ihr Differential 
wachsen, so ergiebt sich 

11) d8=dxdyf 
mithin 

12) S=f fdxdy. 

a?o=0 yo=0 

Kommen hingegen Polarcoordinaten zur Verwendung 
wird also der allgemeine Flächenpunkt II (Fig. 45) bestimmt durch 
den Leitstrahl OR = r und die Anomalie ÄOR = 0f so gilt für 
den Inhalt des Flächenelementes (welches dann die Form eines 
Kreisringsectors hat) die Gleichung : 

13) dS = rdedr = rdrde. 
Mithin hat man: 



Ö:=" 



2 '•1 = « 



14) S=f frdOdr, 



öo= ro=0 



oder 



15) S=f frdrde. 

ro=0 öo=0 
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Bei Nr. 14 ist durch die erste Integration ein unendlich 
schmaler Sector gebildet und es sind dann^ durch die zweite Inte-' 
gration, alle derartigen Sectoren addirt. 

Bei Nr. 15 hingegen liefert die erste Integration einen unend- 
licli schmalen Viertelkreisring und es werden bei der zweiten alle 
derartigen Ringflächen summirt. 

Berechnet man die unter Nr. 8; 10^ 12, 14 und 15 stehenden 
Integralwerthe — was der Anfanger nicht unterlassen möge — so 
ergiebt sich selbstverständlich in jedem der fünf Fälle: 



16) 



8=-rna\ 



C. 

Neun Yolumenelemente. 
Um femer das später Folgende bezüglich der dreifachen 
Integration vorzubereiten, wie auch um der letzteren Beziehung zur 
doppelten und zur einfachen Integration einzuüben, möge 
folgende Aufgabe gelöst werden: 

Ein Kugeloctant OABC (Fig. 46, 47 und 48) ist mit 
dem Halbmesser a aus dem Punkte beschrieben. Es soll das 
Volumen V jenes Octanten ausgedrückt werden 

I. durch ein einfaches Integral, indem man K zusammen- 
setzt 

a) aus unendlich dünnen, zu OAB parallel liegenden 
Schichten (Kreisscheiben-Quadranten), deren eine 
in der Fig. 46 durch PQB angedeutet ist, 
ß) aus unendlich dünnen Hohlkugel-Octanten 
(EST, Fig. 46), 

r/ff.46. ^ 
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y) aus derartigen Hohlcylinder-Quadranten 

(FQVV)*); 

sodann 

II. durch ein Doppelintegral, indem man V aus s t a b - 
förmigen Elementen, welche die (veränderliche) Höhe 
P P = (Fig. 47) haben, zusammenfugt und dabei dei;i 
Punkt P sich entweder bestimmt denkt 

a) durch die rechtwinkligen Coordinaten OL = sc^ 

LP = y, oder 
ß) durch die Polarcoordinaten ^ AOP = 
und OP =r; 



FigAZ 




ferner : 

y) durch ein Doppelintegral, indem man T^aus Eugel- 
pyramiden zusammensetzt, hierbei P (Fig. 47) 
sich bestimmt denkend durch ^P' LP = u) und 
Z.LOP=q); endlich 
III. durch ein dreifaches Integral, wobei der allgemeine 
Punkt P (Fig. 48) des Octantenvolumens bestimmt ge- 
dacht sein soll 

a) mittelst der rechtwinkligen Coordinaten OL = x, 

LPo = yj PoP=0, oder 
ß) mittelst der cylindrischen ^^ ÄOPq = 6, 
OPo=r, PoP=0y oder 



*) Die Formeln, welche für den Flächeninhalt des Kreises, die Ober- 
fläche der Kugel und den Mantelflächeninhalt des Gylinders gelten, sollen 
bei I (a, ßy y) als bekannt vorausgesetzt werden. 
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f) durch die räumlichen Polarcoordinaten 

^PoLP = w, ^LOP=g), OP=Q. 

Bei der unter IIP genannten Ableitung von V sollen die 
Volumenelemente in der Reihenfolge is, y, x integrirt werden , bei 
in^ in der Folge z^ d^ r^ endlich bei 111/ in der Reihenfolge 




Lösung. I. a) Es sei; in der Fig. 46 > 0JR = ;3f; dann 
ist das Volumen einer unendlich dünnen Schicht: 

17) e?F=-^^(aa — ^a)d^, 
also 

18) V=J\7t{a^ — ß^)dz. 

ß) Für das Volumen des unendlich dünnen Hohlkugel-Octanten 
hat man: 



19) 

daher 

20) 



dV=^-^7tz^.d0; 



Zi=a 

V=f^7tz^d0. 



y) Der Hohlcylinder-Quadrant besitzt den Inhalt 

21) (iF=[(y7rÄ;)dÄ;];^, 

wobei x= OV und 



l 
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22) z = j/a3 — x^ 
ist, so dasB sich ergiebt: 

23) V=-^7i fx\^a^ — x^dx. 



Xq-O 



Von den drei Integralen Nr. 18, 20 und 23 ist offenbar 

Nr. 20 das günstigste. Es rührt dies daher, dass die för dasselbe 

gewählte Elementeform sich der Art des betreffenden Körpers am 
besten anschliesst. 

II. a) Hier ist (weil rechtwinklige Coordinaten vorliegen) 
das stabfbrmige Yolumenelement 

24) dV= Va^ _ a^a _ y2 ^x dy , 
also: 

25) V= f fl/a^ — x^—y^ dx dy. 

ß) Sind hingegen für P (Fig. 47) die cylindrischen Coordi- 
naten Z.AOP =:d^ OF =r, FPz=0 gegeben, so hat das 
stabfbrmige Volumenelement den Werth 

26) dV= {r de dr) = l/a^ — r^r dr dB ; 
daher ist 






27) ^"^J fV(^^ — r^rdrde, 



oder auch 






28) '^^y fVa^ — r^rdOdr. 

y) Wurde P (Fig. 47) durch o und cp bestimmt, so hat man 
Folgendes: Das Volumen einer der unendlich kleinen Kugelpyra- 
miden ist: 

29) (ZF = -Q- öt^ sin o) (Zw dcp- 

ö 

Demgemäss : 



7t 7t 

91=— '«i = -2 



30) V= -^ a^J Asin 9 dg) da). 



^Q=zO cüo=0 
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III. a) Das Volumenelement hat^ wenn P (Fig. 48) durch 
Xy y und z bestimmt ist, die Form eines geraden rechtwink- 
ligen Parallelepipeds (Quaderform) ; daher den Inhalt 

31) dV=dxdydz. 
Also ist 

oTj SS a yi = l/<** — *• "t = i/o* — ±* — y* 

32) ^=f f Jdxdydz. 

/?) Das Volumenelement zeigt in diesem Falle die Gestalt 
eines Wölbsteines aus einem Tonnengewölbe (was 
die Fig. 49 darstellt). Die Dimensionen des Elementes sind: 

PP = rde, PP" = dry PP" = dz; 








daher ist 
33) 

mithin 
34) 



dV=(rde)drdz^, 



n=a 



öi = -f *.= vv-/« 
V=f J fr dr dB da. 



= öo=0 



*o = 



y) Hier hat (zufolge der sphärischen Goordinaten) das Volumen- 
element die Form eines Wölbsteines aus einem Kugel- 
ge wölbe (durch die Fig. 50 dargestellt). 
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Die Dimensionen sind, was der Anschauung entnommen 
werden kann, 

FP' = Qdq), PP" == (p sin 9) <Z CO, PP" = dQ. 
Also ist der Inhalt des Elementes: 
35) dV== Q^ sing) dg) do) dq. 

Daher : 



36) 



n n 



F= / / I Q^sinq) dq) do) dq, 

9^ = «0 = ^=0 



Fig. so. 



*Z 








Anmerkung. Führt man die Integrale Nr. 18, 
20, 23, 25, 27, 28, 30, 32, 34 und 36 durch (was, der 
Uebung wegen, empfohlen sein möge), so giebt, selbst- 
verständlich, jedes derselben den Werth 



37) 



D 



Auch zeigt sich dabei, wie die unter III stehenden 
Integrale (Nr. 32, 34 und 36) auf die vorhergehenden 
zurückkommen. 



D. 

Ermittelung von Integralwerthen durch geometrische 

Deutung. 

Zur weiteren Elinübung derjenigen Beziehungen, welche zwischen 
den mehrfachen Integrationen und den Volumen- 
ermittelungen bestehen, möge folgende Aufgabe gelöst werden : 
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£s sollen die Werthe der Integrale 



2a yar(2a— ar) 

38) *^^~^f J^^^y^ 



-— (a — ar) 
a 



39) j^^cj J{l-^-^)dxdy, 







40) J^z= I I jdxdydSy 





1 

— c a: c — 2ar 



41) J* = / / / 1?^ t?y <i^ 



durch geometrische Deutung Herleitung finden^ indem man 
{Xy y und s als rechtwinklige Coordinaten ansehend) jene Werthe 
als diejenigen von Körperinhalten auffasst, nämlich Ji und 
e^a in der Form 



^1 Vi 



42) Vt—JJzdxdyy 0=f{xjy)y 



^0 Vo 

Ja und J4 in der Form 



*i yi «1 



43) Fa =ffß^ ^y ^^- 

^0 yo ^0 
Lösung. Durch Vergleichung von Nr. 38 und Nr. 42 er- 
gieht sich leicht, dass das Integral Ji den Inhalt eines geraden 
Kreiscylinders darstellt, welcher die Höhe c hat und über 
einem mit dem Radius a beschriebenen Halbkreise steht. Es ist 
mithin 

44) Ji = -^7ra2c. 

Femer folgt, auf demselben Wege, dass eTa den Inhalt einer 
dreiseitigen Pyramide bedeutet , deren Begrenzungsfiächen 
die drei Coordinatenebenen und eine auf den Achsen die Strecken 
a, 1) und c abschneidende Ebene sind. Man hat deshalb: 

45) J2 = -^ alc. 
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Sodann läsgt Yergleichnng von Nr. 40 und Nr. 43 erkennen, 
dass Jz einen Viertelcjlinder darstellt; welcher den Grund- 
flächenhalbmesser a und die Höhe c hat. Das giebt: 

46) e/i = -j- TT «a c. 

Endlich hat man, Nr. 41 mit Nr. 43 vergleichend, zu beachten, 

dass hier ^ /i ^ \ 

01 = c — 2x = c[l 1 — I 

ist und dass die Gleichung der Ebene, nämlich 



für & = 00 in 



also in 



'='(i-t) 



Übergeht. Es führt dies zu der Erkenntniss, dass J^ den Inhalt 
einer dreiseitigen Pyramide bedeutet, deren eine Seiten- 
fläche der TZ 'Ebene parallel liegt und dass 



47) ^* = 4c» 



ist. 



24 

Anmerkung. Man unterlasse nicht, diejenigen 
Figuren zu zeichnen, welche das in Bezug auf Ji bis 
J4 Gesagte darstellen. 

Auch leite man, zur Uebung, die Werthe Nr. 44 — 47, 
welche der Anschauung entnommen worden sind, auf 
dem Wege der Rechnung aus den Gleichungen 38 — 41 
her (wie es unter A, auf Seite 115 und 116, bezüglich 
der dort behandelten Integrale c7i — Js geschehen ist). 

E. 

Zwei Cubaturen. 

Den Schluss der „Einleitung'^ möge die LoSung folgender 
Aufgaben bilden: 

I. Der vierte Theil, OABC, Fig. 51, eines geraden 
Kreiscylinders wird durch die Seitenfläche Ai Si Ct einer 
Pyramide geschnitten, deren Kanten OÄi, OSi und OCi gleich 
lang sind. Die Kante Ai Bi berührt den Quadranten AB in 
seinem Halbirungspunkte H. Der Grundflächenhalbmesser des Cy- 
linders hat die Länge a. 
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Man soll den Inhalt Vi des Körpers OÄHBCiDHE durch 
Doppelintegration berechnen und zwar (als Vielfaches von a^ und 
bis auf zwei DecimalsteUen genau) 

a) Ulster Benutzung rechtwinkliger Coordinaten, 
ß) mit Verwendung von Cylindercoordinaten (also 
von PolarcoordinateQ im Grundriss). 




n. Das Volumen Fa desjenigen dreiachsigen Ellipsoids, 
welches die Halbachsen OÄ = a, OB = &, OC = c hat (Fig. 52), 
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soll; unter Verwendung rechtwinkliger Coordinaten, durch ein 
Doppelintegral ausgedrückt werden. 

Hierauf soll man, durch geeignete Substitutionen, die ellip- 
tischen Grenzen in constante verwandeln und dann 
den Werth des Integrals berechnen. 

Lösung. I. Man hat zunächst, bezogen auf Fig. 51 und 
bei Anwendung von rechtwinkligen Coordinaten, 

48) dVt^=gäxdy, 

wobei x=^OLj y = LMj ss = MP ist. Wird nun der Werth 
von als f (x, y) der Gleichung der Ebene Äi Bi Ci entnommen 
und in Nr. 48 eingesetzt, so ergiebt sich: 

49) dVi = (aV2 — x — y) dxdy; 

mithin ist 

50) ^^—f A^ V^—^ — yydx dy. 



Die Durchführung der Integrationen liefert: 

51) Fi= j^- — a\ 

das ist, auf zwei Decimalstellen abgerundet, 

52) Fl = 0,44 a\ 

Werden cylindrische Coordinaten benutzt, wird also P 
(Fig. 51) bestimmt gedacht durch Oilf =r, ^AOM=dj MF = 0, 
so tritt an die Stelle von Nr. 49: 

53) dVi = (a)/2 — r [cos + sin 6]) r dr dO 
und es ist dann 

7t 

54) ^i=y f(^ /2 — r [cos + sin 0]) r dr dd. 



Selbstverständlich kommt man auch hiermit auf 51. 

Anmerkung zu I. Das Integi*al Nr. 54 ergiebt 
sich auch, wenn man in 50 zwei neue Veränderliche 
mittelst der Substitutionen 

55) a; = r cos 0, y = r sin 

einführt, welche bekanntlich zu benutzen sind, wenn die 
Umwandelung von (veränderlichen) Kreis- 
grenzen in constante Grenzen erfolgen soll. 
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n. Für das gesuchte Volumen hat man zunächst 

a a ' 

56) r,= 8cf fj/l-f^-f^dxdy. 

Die hier vorliegenden elliptischen Grenzen werden be- 
kanntlich'*') in constante verwandelt durch die Substitutionen 

57) x = aQcoBd, y = 6p sind. 
Sie liefern: 

1 T 

58) r2 = 8c f f}/i — Q^abQdQdd. 



Das giebt; wenn die Doppelintegration ausgeführt wird, 

4 

59) V2=^-^7tabc 

o 

(was z. B. im § 29; unter C, zur Anwendung gelangt). 

A n m e r k u n g zu II. Als Zahlenbeispiel kann 
die Berechnung des Volumens der Erde dienen , indem 
letztere als Umdrehungsellipsoid und zwar mit 
den, in Kilometern ausgedrückten, Halbachsen 

60) a = 6377, c = 6356**) 

aufgefasst wird. Man führe dieses Zahlenbeispiel durch^ 
Vi in Cubikmeilen ausdrückend (die geographische Meile 
zu 7,420 Kilometer). 

Auch zeige man , wie sich die Gleichung 59 durch 
einfache Integration erhalten lässt, wenn der den 
Flächeninhalt der Ellipse betreffende Satz als bekannt 
vorausgesetzt werden darf. 

§ 29. Mittelwerthe einer Function von zwei Veränderliclien.***) 

A. 

Allgemeines über derartige Mittelwerthe. 

Eine Variabele, die wir nennen wollen, möge von zwei 

anderen, die x und y heissen sollen, abhängen nach einer Gleichung 

von der Form 

1) 0==f{x,y); 



*) Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, § 97, 11, der 
5. Auflage. 

**) Helmert, Theorien der höheren Geodäsie; Band 1, S. 38. — 
Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, Bd. 2, S. 33 der 2. Auflage. 

***) Man vergleiche § 7—11. 

Fährmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Tbl. IL 9 
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z. B. ein G a s v o 1 n m e n von einem Drucke und einer Tem- 
peratur nach dem Mar iotte-Gay -Lussac' sehen Ge- 
setze. (Theil I, § 43.) 

Man kann dann die Gleichung Nr. 1 als diejenige einer 
Fläche auffassen, indem man die Veränderlichen x, y und z als 
rechtwinklige Coordinaten ansieht. Es möge jene 
Fläche in der Figur 53 durch FF veranschaulicht sein (wobei x 
durch OL, y durch LM, Z durch MF dargestellt und FF durch- 
sichtig gedacht wurde). 




Wenn dann den beiden unabhängigen Veränderlichen x und y 
ein bestimmter Spielraum vorgeschrieben ist — etwa der in 
der Figur mit Aq Bq JBi Ai bezeichnete — so darf man sich den- 
selben (durch Parallelen zu den Coordinatenachsen) schachbretartig 
in n kleine Rechtecke von den Seitenlängen ^x und ^y zerlegt 
denken. Man kann sich ferner vorstellen ^ dass für sämmtliche 
Ecken jener Rechtecke die zugehörigen construirt worden seien 
und man für ein unendlich grosses n deren arithmetisches Mittel fi 
abgeleitet habe. Letzteres heisst dann (entsprechend § 7, A) der 
„M ittelwerth^^ von in Bezug auf den genannten Spielraum. 
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Es soll nun dieser Werth ^u durch ein bestimmtes Doppel- 
integral ausgedrückt werden, indem man sich den Spielraum 
gegeben denkt durch die Gleichungen 

2) yo = ?Po (^)y 

3) yi = qpi (x) 

der Linien Aq Sq, bezüglich Ai Si, und durch die Abscissen 

Der Inhalt der Fläche Aq Bo Si Äi möge hierbei S heissen. 

Anmerkung. Dass bezüglich der Eindeutigkeit, 
Endlichkeit und Stetigkeit der betreffenden Functionen hier 
und im Folgenden naheliegende Voraussetzungen gemacht 
sind^ (vergleiche § 7, A) braucht nicht besonders aus- 
gesprochen zu werden, weil es, unter gehöriger Berück- 
sichtigung der Figuren, fiir selbstverständlich gelten darf. 

Lösung. Für 8 gilt die Gleichung 

4) 8^=n. jd Xjd y. 

Lässt man n ins Unendliche wachsen, womit jd x jd y in 
dxdy übergeht, so ist das arithmetische Mittel (i der sämmtlichen 
je^-Werthe, welche zu den unendlich vielen Flächenelementen (von 
dem Lihalte dxdy) gehören, ausgedrückt durch 

5) ^ = Lim^£^L?^, 
oder, wegen Nr. 4, durch 

6) f, = u.,^fMl^^, 

wobei 2f(jc^y)/dx/dy so viel bedeutet, wie „Summe aller 
Grössen von der Form f {Xj y) /t x /t y^^ und diese Summe inner- 
halb des bezeichneten Spielraumes gemeint ist. Es steht also im 
Zähler eine zwischen den Grenzen y^ und y^, Xq und Xi zu neh- 
mende Doppelsumme von unendlich vielen unendlich kleinen Grössen, 
welche die allgemeine Form f{x,y) dxdy haben. Aus Nr. 6 
folgt daher, gemäss der Definition"") des bestimmten Doppelintegrals: 

^1 Vi 

7) f^ = -gj J f{^jy)dxdy 
als der gesuchte Mittelwert h. 



*) Schlömilch, Gompendium der höheren Analysis, § 95 der 
5. Aufl. 

9* 
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Geometriscli aufgefasst lautet das: Der durch die 
Gleichung Nr. 7 bestimmte Mittelwerth (x einer 
Function zweier Veränderlichen ist gleich der 
Höhe eines Cjlinders, welcher den Spielraum 
Ä^iJBaJBxAx zur Grundfläche und mit dem über letz- 
terem stehenden Körper u^o^o^^iuli Co Do 2)iCi (Fig. 53) 
*gleichesyolumenhat. 

Es kommt also die Berechnung eines derartigen Mittelwerthes 
zurück auf eine C u b a t u r ; ferner, da auch 8 bestimmt werden 
muss (weil es, im Allgemeinen, unbekannt ist) auf eine Quadratur, 
nämlich auf eine Anwendung der Gleichung 

8) 8 = J J dxdy=J (yi—yo)dx. 

B. 

Mittelwerth eines Gasvolumens. 

Als erstes Beispiel für die Anwendung des Satzes 
Nr. 7 möge die Lösung folgender Aufgabe dienen: 

Es soll unter Zugrundelegung des Mariotte-Gaj-Lussac' 
sehen Gesetzes (Th. I, § 43) der durch die Gleichung Nr. 7 
definirte Mittelwerth f.i eines Gasvolumens berechnet werden 
für den Fall, dass die auf die Flächeneinheit bezogenen Drücke 
zwischen den Werthen «i und 02 liegen (wobei <^ Oi <^ «2 voraus- 
gesetzt ist), die Temperaturen zwischen und dem positiven Werthe 6. 

Lösung. Man hat, gemäss der Gleichung 7, und wenn die 
im § 43 des I. Theiles benutzten Bezeichnungen wieder Verwen- 
dung finden: 

Ol 

woraus mit Leichtigkeit folgt: 

10) (2 + &^)c ^^. 

^ 2(02 — «1) «1 

C. 

Mittlere Abstände der Erdoberfläche von der Ebene des 

Aequators und eines Meridians. 

Ein zweites Beispiel für die Anwendung der Gleichung 7 auf 
Seite 131 sei folgendes: 
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Man soll berechnen, wieviel für alle Oberflächenpunkte einer 
Hälfte der ellipsoidischen Erde der durch Nr. 7 definirte ^^mittlere 
Abstand^^ von der halbirenden Ebene beträgt 

I. fiir den Fall, dass diese Ebene die des Aequators, 

U. für den, dass sie die eines Meridians ist. 

Lösung. Im ersten der beiden Fälle ergiebt sich (unter 
Benutzung der Gleichung 59 des § 28) 

11) ^ ^ 3 ^ ' 
im zweiten 

12) /i = - a . 

Dabei bezeichnet a die grosse, c die kleine Halbachse des 
Erdellipsoids ; es haben also a und c die im § 28 unter Nr. 60 
genannten Werthe.^' 

D. 

Anregungen und Anmerkungen. 

I. Die Gleichung 7 kann auch zur Ableitung von Mittel- 
werthen, welche zu den geometrischen Wahrscheinlich- 
keiten in naher Beziehung stehen, Anwendung finden. So z. B. 
zur Berechnung der mittleren Entfernung jU zweier in einer 
(geradlinigen) Strecke Ä£ = a beliebig angenommenen Punkte P 
und Qy die man sich um x, bezüglich y, von Ä abstehend denkt.*) 
Es ergiebt sich für jene mittlere Entfernung der Werth 

13) ^ = - a . 

II. In Bezug auf die Mehrdeutigkeit von Mittel werthen 
möge § 7, B, gehörige Beachtung finden. 

UI. Ueber die Berechnung mittlerer Meerestiefen 
sehe man : Günther, Geophysik, Bd. II, S. 339. 

§ 30. Massen und Gewichte ungleicMormig dichter Körper.**) 

A. 

Ein gerader cylindrischer Körper OÄJBCDE {Fig. 
54) hat einen V i e r t e 1 k r e i s OAJB als Basis, welcher mit dem 

*) Czuber, geometrische Wahrscheinlichkeiten, S. 193, Nr. 154. 
♦'^ Vergl. § 17. 
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Halbmesser h beschrieben ist. Der Körper wird oben durch eine 
Ebene CDE begrenzt. Seine drei senkrecht stehenden Kanten 
ADy B .E und C haben, der Reihe nach, die Längen a, h und c. 

Die Dichtigkeit des Körpers ist proportional dem Quadrate 
des Abstandes von der Kante C, ändert sich also nach Schalen. 
Im Abstände 1 von C wiegt die Volumeneinheit n Kilogramm. 



Fk/. 54. 




1) 



Man soll (unter Benutzung stabförmiger Elemente) 
I. das Gewicht G des Körpers berechnen; 

U. das mittlere Gewicht /^ der Volumeneinheit (nach der 

Gleichung 

_ G 

in welcher V das Volumen bedeutet); endlich sollen 

III. die unter I und II gewonnenen Ergebnisse auf den be- 
sonderen Fall 

angewendet werden. 

Lösung. I. Benutzt man ein Coordinatensystem, für welches 
die Richtungen Ay OB und C diejenigen der positiven Xy 
y und sind, so ergiebt sich: 



2) G = cn f r{x^^y^)(l — - — ^^dxdy. 
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Dabei ist x= OL, y^=L M, z = MP; ferner bezeichnet u 
die Strecke, welche die Ebene CDE auf der X-Achse, v diejenige, 
welche sie auf der IT-Achse abschneidet. Man hat also 

ck 

ck 

Werden neue Veränderliche eingeführt mittelst der Gleichungen 

5) x= rco8 dj 

6) y^=T sin 0, 

benutzt man also cylindrische Coordinaten an Stelle der recht- 
winkligen (vergl. § 28, E, I), so geht Nr. 2 über in: 

n 
h "2~ 

r,x /^ r r ^( -i r cos r sin ö\ _ , ^ 

7) = cn j I r^\l j rdrdO. 



Die Durchführung der Integrationen giebt 

8) G = ^l^7Cc-\-8(a + b — 2c)\k^n 

und zwar in Kilogrammen, wenn a, &, C und k in derjenigen 
Einheit ausgedrückt werden, auf welche n sich bezieht. 

II. Für V hat man, bei Anwendung rechtwinkliger Coordinaten, 



oder, wenn Nr. 5 und 6 benutzt werden, 

7t 

10) V=cff{l-'-^-'-^)rdrde. 



Das giebt: 

11) F=^|3 7rc + 4(a + 6~2c)U2. 

Folglich hat das mittlere Gewicht der Volumen einheit den Werth 

3 bjtc-\-8{a-\-b — 2c) 

12) y-=IÖ'37rc+'4(« + &-2c)*'^-*) 



*) Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, Th. I, 
S. 5 der 2. Auflage. 
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III. Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
erhält man: 

13) G=-^7tck^n 

und 

1 

14) Ym = g-Jfca n ; 

also die Hälfte desjenigen Gewichtes der Yolumeneinheit, welches 
den im Mantel des cjlindriscben Körpers befindlichen Stellen 
zukommt. 

B. 
Die Pyramide OABG (Fig. 55) hat die Kantenlängen 

f/gf.JJ. OÄ = ÄB = ~c,OC = c. 

Ihre Grundfläche OAS ist ein bei 
A rechtwinkliges Dreieck. C steht senk- 
recht zur Basis. Die Dichtigkeit s des 
Körpers ist proportional dem Quadrate des 
Abstandes von der Ecke und für die 
A Einheit desselben gleich h Es soll die 
Masse M berechnet werden. 

Lösung. Wir benutzen rechtwinklige 
B Coordinaten, nehmen A als die Richtung 

der positiven x, C als die der positiven ß und haben dann ^ 

2 X e — 2a? 

15) M= f f fh (x^ + y^ + 0^) dx dy de. 



Durchführung der drei Integrationen liefert 

16) M=^cn. 

C. 
Die Masse M. eines geraden Kreiscjlinders, dessen 
Dichtigkeit e proportional ist dem, Quadrate des Abstandes vom 
Grundflächenmittelpunkte, sei zu berechnen. Es möge der Körper 
die Höhe c und den Basisradius a haben. In der Entfernung 1 
vom Grundflächencentrum soll e gleich k sein. 
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Lösung. Unter Verwendung eines rechtwinkligen Coordi- 
natensjstems , dessen i?- Achse mit der Cjlinderachse und dessen 
XF-Ebene mit der Körperbasis zusammenföllt, hat man: 

17) M=:^Jc f f f {x^ + y^ + si^)dxdyde. 



Dies geht, wenn neue Veränderliche mittelst der Gleichungen 

Nr. 5 und 6 eingeführt , also cjlindrische Coordinaten benutzt 

werden^ über in 

1 

a 3 c 

18) M=Ah f f f {r^'\'S^)rdrdedss. 



Hieraus folgt leicht 

19) M=-^7ta^c (3 a« -|- 2 c«) h 
als die zu berechnende Masse« 



§ 31. Mittelwerfhe einer Function von drei Veränderllclien. *) 

A. 

Allgemeines. 

Es sei eine Veränderliche u von drei willkürlichen Veränder- 
lichen X, y und z abhängig nach der Gleichung: 

1) u = f(x,y,0). 

Dabei mögen für die Werthe von x, y und bestimmte 
Spielräume vorgeschrieben sein, nämlich für x der Spielraum 
von Xo bis Xi, für y der von yo bis yi y für s der von Zq bis 
Zu wobei die Gleichungen 

2) yo = 5Po (^); 

3) yi = qPi {x)j 

4) ^0 = Vo {^j y)j 

5) ex = xpi {x, y) 
Giltigkeit haben sollen. 

Im Sinne der Geometrie aufgefasst, heisst das (unter Be- 
nutzung rechtwinkliger Coordinaten) : Der für die drei unabhängigen 



*) Man vergleiche § 29. 
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Veränderlichen x^ y und z vorgeschriebene Spielranm ist ein all- 
seitig begrenzter Körper , nämlich Co -Do Di Oi Gq Hq Hi Gi der 
Fig. 56, wobei 

Xq = Oio; ^1 = OLiy 

yo = LMo, yi=LMxy 
z^ = Jf Po, Zx = MFi 
ist und der Inhalt des Körpers mit V bezeichnet werden soll. 



Fig. 56. 









+x 



*— =•' 



Ä 



Es möge der für diesen Spielraum geltende Mittelwerth 
fi der Grösse ee, nämlich das arithmetische Mittel der unendlich 
vielen M-Werthe, welche zu allen innerhalb des Spielraumes liegen- 
den Werthen von x, y und z gehören, durch ein bestimmtes drei- 
faches Integral ausgedrückt werden und zwar im Sinne Desjenigen, 
was im § 29 unter A behandelt wurde, also — geometriscli auf- 
gefasst — unter Zerlegung in Parallelepipede (die den Rechtecken 
dei3 § 29 entsprechen).*) 

Lösung. Wir denken uns (entsprechend § 29, A) den 
Spielraum Co Dq Di Ci Gq Hq Hi Gi durch Ebenen , welche den 



*) Sjehß die ^Anmerkung* auf Seite 131. 
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Coordinatenebenen parallel sind, in n gerade und rechtwinklige 
Parallelepipede von den Kantenlängen /J Xj J y und J z derartig 

zerlegt, dass 

6) n.JxJyAz^=-V 

ist. Nun lassen wir n ins Unendliche wachsen. Damit geht das 
Produkt J x/dy J z in dxdydz über. 

Zu jedem der unendlich vielen unendlich kleinen derartigen 
Produkte (Parallelepipede) gehört ein Werth von ie. Das arith- 
metische Mittel aller ü-Werthe ist bestimmt durch die Gleichung 

7) ^ = Limi^^^^, 
^ n 

oder, wegen Nr. 6, 

8) ^ = Lim^ÄM^^^«^, 

wobei das Summenzeichen (^ selbstverständliche Bedeutung hat 
und die Summirung innerhalb der oben angegebenen Grenzen 
gemeint ist. 

Nr. 8 giebt, zufolge des Begriffes des bestimmten dreifachen 
Integrals, 

- «t Vi 't 

9) ^ = y f J ff{x,yjz) dxdydz. 

*o Vo «0 

Beachtet man, dass das in Nr. 9 stehende dreifache Integral 

( ohne den Factor ^ j die M a s s e des Körpers Co Do Di Cx Gq Sq Hx Gi 

bedeutet, wenn u, also f{x,y,z), als die (in dem allgemeinen 
Punkte xyz herrschende) Dichtigkeit aufgefasst wird, so er- 
giebt sich der Satz: Der durch die Gleichung 9 defi- 
nirte Mittelwerth einer Function von drei Ver- 
änderlichen ist der mittleren Dichtigkeit des 
durch die vorliegenden Grenzen bestimmten Kör- 
pers CoDoA CiGoHoHi 6?i gleich. 

Es bedarf also zur Herleitung eines derartigen Mittelwerthes 
stets einer Massenberechnung (vergleiche § 30) und, wegen 
F, einer Cubatur. 

B. 
Beispiele. 

Für die Anwendung der Gleichung 9 möge die Behand- 
lung folgender Aufgabe ein Beispiel sein : 
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Die Grösse u ist immer ein constantes Vielfaches, nämlich 
das Jc'feLchey der Summe der Quadrate der drei Veränderlichen x, 
y und z. Für die Letzteren kommt in Betracht: 

I. ein Spielraum, welchem zufolge x von bis a, y von 

bis j/a^ — x^j von bis c reicht, 

n. ein anderer, für den x zwischen und -^c, y zwischen 

da 

und Ä?, jSf zwischen und c — 2x liegt, 
wobei a und c positive constante Grössen bezeichnen. 

Es sollen die beiden für diese zwei Spielräume geltenden 
Mittelwerthe fZi und ^2 der Grösse u berechnet werden. 

Lösung. L Laut Nr. 9 ist für den ersten Fall 

10) ^t = y-^J J Jh{x^^y^ + s^)dxdyd0. 

00 

Dabei hat man 

11) ^^= f f f dxdyd3\ 

00 

also, laut § 28, Gleichung 40 und 46, 

12) Fi=-^7raac. 

Der Werth des unter Nr. 10 stehenden dreifachen Integrals 
ist durch die Gleichung 19 des § 30 bekannt. 

Sie giebt, mit 12, 

13) A'i = -^Ä(3aa + 2c2); 

es ist nämlich ^1 der mittleren Dichtigkeit des dort behandelten 
Cylinders gleich. 

IL Für den zweiten Fall hat man: 

2 a; c — 2a? 

14) ^2 = -y Z' f A {x^ + y^ + ^^) dx dy dz. 

000 
Hierbei ist Fjj bekannt nach Gleichung 47 des § 28. Femer 
das dreifache Integral nach § 30, Gleichung 16. 
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Führt man beide Werthe ein in 14^ so folgt: 

IB) ^a = -g- c2 k, 

nämlich die mittlere Dichtigkeit der in dem letztgenannten Para- 
graphen unter B behandelten Pyramide. 

§ 32. Schweipnnkte. 
A. 

Der Satz; welcher im § 18 unter A genannt worden ist, soll 
im Nachfolgenden mit Benutzung mehrfacher Integration zu 
Schwerpunktsberechnungen verwendet werden (während im § 18 
einfache Integration genügte). 

Zunächst möge die Aufgabe gestellt sein, die Coordinaten | 
und 7] des Schwerpunktes U der im § 18 unter D behandelten 
ebenen Fläche ^o^i^i Sq, unter der Voraussetzung , dass 
sie nicht homogen sei, zu berechnen (durch bestimmte Doppel- 
integrale auszudrücken). Dabei soll angenommen werden^ dass die 

Gleichung 

1) y=g>{x,y) 

bestehe, nämlich das Gewicht y der Flächeneinheit nach einem 
bekannten Gesetze von den Coordinaten x und y des allgemeinen 
Punktes der Fläche Aq Ai Bi Bq abhänge. Im Uebrigen möge 
Das gelten, was bezüglich der im § 18 unter D behandelten Auf- 
gabe dort gesagt worden ist. 

Lösung. Das Flächenelement hat das Gewicht 

2) dG = y dxdy. 

Demgemäss giebt der im § 18 unter A genannte Satz die 
Werthe 

3) ^^~gJ Jv^^^^y 



und 






4) 




^ ^1 Vi 


in denen 


das 


•*0 »0 

Flächengewicht G bestimmt ist durch 


5) 




*1 9\ 

O— f f ydxdyy 



Vo 
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femer für y^ und y^ die Gleichungen 23 und 24 des § 18 als 
gegeben vorausgesetzt sind. 

In jedem besonderen Falle hat man zunächst die Wertbe 
von y, y^, y^ Xq und Xi in Nr. 3 — 5 einzusetzen. Dann kann 
die Durchführung der Integrationen beginnen. 

Anmerkung zuA: Ist^ ui^^ß^^i^^^^i^^^? 
so gehen die unter 3 — 5 stehenden Gleichungen in die- 
jenigen über , welche im § 18 unter 25 — 27 gefasst sind. 
Man unterlasse nicht, das nachzuweisen. 

B. 
Nachdem im Vorhergehenden (§ 18, D und § 32, A) die 
Lage des Schwerpunktes ebener Flächen behandelt worden ist, 




möge nun die allgemeiner Flächen Untersuchung finden. Es 
soll zu diesem Zwecke angenommen werden, dass die durch die 
Figur 57 dargestellte Fläche FF die Gleichung 

6) z — yj(x,y) 

habe und man die Coordinaten ^, rj und j des über Äo So Bi A\ 
liegenden Flächentheiles Co Dq Di Ci suche, nämlich durch Doppel- 
integrale auszudrücken wünsche. Dieser Flächentheil Co Do Di G 
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möge homogen vorausgesetzt werden. Bezüglich' des Grand- 
risses Ao Bo JSi Äi soll das im § 18 unter E Festgesetzte gelten. 
(Siehe Seite 72 und 73.) 

li ö s u n g. Für den Inhalt des Flächenelementes besteht die 
Gleichung 

7) dS = Bdxdyy 

wobei 



8) n = yV+(2lJ^O 



ist. *) 

Durch Benutzung des für die Gleichheit der statischen Momente 
geltenden Satzes (§ 18, A) ergiebt sich aus Nr. 7 : 



^ *i Vi 

9) ^ = — f f Bxdxdyj 



Vo 



^ *i Vi 

10) rj = —J jBydxdy, 



Xq 



^ «1 Vi 

11) j = -— I I B^dxdy . 



Xq Vo 

Der Inhalt S des Flächenstückes Co Do Di Gy ist hierbei be- 
stimmt durch die Gleichung 

x^ yi 



12) 5= f f Bdxdy. 



«0 



Sobald ein besonderer Fall vorliegt, man also die Flächen- 
gleichung kennt, lässt sich B berechnen und in 9 — 12 einführen. 
Ferner sind dann die Werthe von Xq^ Xi, yo und yi aus der Art 
des Grundrisses Aq Bq Bi Äi entnehmbar. 

Anmerkungen zu B: 
I. Es ist rathsam nachzuweisen, dass die Gleichungen 9 — 12 
diejenigen in sich enthalten ^ welche früher in Bezug auf 
die Schwerpunkte von homogenen Ebenen, Cylinder- 
flächen und Quadranten von Umdrehungs flächen 
abgeleitet worden sind, nämlich die im § 18 unter 25 — 
27, 31—35 und 46—48 stehenden. 



*) Man sehe, wenn nöthig, Schlömilch, Compendium der höheren 
Analysis, Bd. 1, § 99 der 5. Auflage. 
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II. Femer empfiehlt es sich, Nn 9 — 12 auf das ellip- 
tische Paraboloid 

anzuwenden und hierbei vorauszusetzen, dass der Grund- 
riss Aq Bq Bi Äi einEllipsenquadrant sei, welcher 
aus den Halbachsen a und b so construirt ist, dass letztere 
mit der X-, bezüglich Y- Achse zusammenfallen. Man 
findet für diesen besonderep Fall : 

15) , = |^, 

16) j = _^ + t?— (a + 6). 

10(2|/2 — 1)^ ^ ^ 

Näheres hierüber: Fuhrmann, Aufgaben aus der 
analjt. Mechanik, Th. I, S. 70 u. 71 der 2. Auflage. 

C. 

Die auf Schwerpunkte sich beziehenden Untersuchungen sollen 
zum Abschluss kommen , indem folgende Aufgabe gelöst wird, 
welche allgemeine Körper betrifilb: 

In der XY-Ebene eines rechtwinkligen Goordinatensystems 
(Fig. 56 auf Seite 138) ist ein Grundriss Aq Bq Bi Ai gegeben 
durch die Gleichungen 

17) yo = 9o {^)f 

18) yi = 5Pi (x) 

der Linien Aq Bq und Ai Bi (wobei OL=^x^ LMo = yoj 
L Ml = y{) ; femer durch die Anfangsabscisse OLo=Xo und 
durch die Endabscisse OLi = Xi. 

Ueber dem Umfange jenes Grundrisses erheben sich Cylinder- 
flächen, welche der i?- Achse parallel liegen. Sie durchbrechen 
zwei Flächen Fq Fq und Fi Fi in den Figuren Co Do Di Ci und 
Gq Ho Gl Hl* Diese Flächen haben die Gleichungen 

19) 4^0 = V'o {x, y), 
bezüglich 

20) 01 = xpi {x, y)y 

in denen y = LMj go = MPoj ^i=-8fPi ist. 
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Es sollen die Coordinaten ^, rj und } des Schwerpunktes des 
Körpers Co Do i^i Ci Gq Hq Hi 6ri berechnet , nämlich durch In- 
tegrale ausgedrückt werden, unter der Voraussetzung, dass für das 
Gewicht y der Volumeneinheit die Gleichung 

21) ^ y = f(x,y,e) 

gelte; also dieses Gewicht nach einem bekannten Gesetze von den 
Coordinaten OL, LM und MP des allgemeinen Punktes P ab- 
hänge. 

Man soll femer angeben, wie die Ergebnisse (für ^, tj und f) 
lauten, wenn y constant ist; endlich : welche Form sie haben, 
wenn — bei constantem y — die Flächen Fq Fq und Fi F\ 
Gylinderflächen sind, die der !F- Achse parallel liegen. 

Lösung. Der im § 18 unter A genannte Satz giebt, wenn 
mit G das Gewicht des in Betracht gezogenen Körpers bezeichnet 
wird, 



22) 



a?i yi «1 

^ = ~Q J f J yocdxdydg, 



^0 H 'o 



23) 



- ^i Vi «1 

ri = — J r Jyydxdydzj 



^0 Vq *o 



24) 



Xi yj z^ 

jz=— I I I yzdxdydz. 



*o Vq *^o 

Dabei hat G den Werth 

ari Vx «1 

25) G— f f fydxdyd^. 

^0 Vo *o 

In jedem besonderen Falle sind zunächst der Werth von 
y und die aus der Begrenzung des Körpers sich ergebenden Werthe 
von Xo, Xi, yoj yt, Zq und Z\ in Nr. 22 — 25 einzuführen. Nach- 
her kann zur Durchführung der Integrationen geschritten werden. 

Wenn y unveränderlich ist und das Volumen des 
Körpers mit V bezeichnet wird, so gehen, aus nahe liegenden 
Gründen, die vorstehenden vier Gleichungen über in die einfacheren 



26) 



^ = -y f fx{^i — 0o)dxdyy 



^0 Vo 
Fahrmann, Anwendungen der Infinitesimalrechnung. Th. U, 10 
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27) 



28) 



^ «1 Vi 



*o Vo 






^0 Vo 



29) ^^f f{^i—^Q)dxdy. 



Sind FoJ'o lind Fi Fi der Y-Achse gleichgerichtete Cy- 
linder flächen, so hängen die Werthe von Zq und Zi nur 
von X, nicht auch von yj ab. Demzufolge verwandeln sich die 
Gleichungen Nr. 26 — 29 in folgende: 



30) 



1 ;^ 

§ = -y / Ä;(yi —yo){sit — Zo)dx, 



*0 



1 r 

31) "^^jrj (if'^—y^')(^^-^o)dx, 



^0 



32) ?=2lr/(yi-yo)(;2ri2-V)^^, 



^0 



*1 

33) '^^Z ^' ^ ^^^ ^^' ~ ^^^ ^^' 

Anmerkungen zu C: 

I. Man unterlasse nicht, zu zeigen, dass die Gleichungen 
26 — 29 unmittelbar erhalten werden können , wenn 
st abförmige, der Z- Achse parallel liegende Elemente 
zur Benutzung gelangen; sodann, dass Nr. 30 — 33 sich 
direct ergeben, wenn man platten förmige, der 
YJZ^Ebene gleichgerichtete Elemente verwendet. 

n. Femer zeige man, in welcher Weise die Formeln Nr. 22 — 
29 sich ändern, wenn der allgemeine Punkt P durch 
Polarcoordinaten (r, ö, w) bestimmt gedacht wird, 
die Flächen, welche den Körper begrenzen, also durch 
ihre Polargleichungen gegeben sind. (Fuhr- 
mann, Aufgaben a. d. analytischen Mechanik , Th. I, 
S. 85 und 86 der 2. Auflage.) 

m. Endlich wende man die vorstehenden Gleichungen zur 
Berechnung der Lage des Schwerpunktes einer geraden 
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Pyramidean, deren Grundfläche ein Quadrat von der 

Seitenlänge a y2 und deren Höhe gleich a ist. Bezüglich 
der Dichtigkeit setze man voraus^ dass sie dem Quadrate 
des Abstandes vom Grundflächenmittelpunkte proportional 
sei. — Es ergiebt sich : Der Schwerpunkt liegt auf der 
Pjramidenachse in dem Abstände 

34) ? = S" 

von der Basis. (Fuhrmann, a. o. a. O., S. 84.) 



§ 33. TrägheitsmonLente. 
A. 

Im Anschlüsse an Dasjenige, was in dem Abschnitte A des 
§21 gesagt wurde, möge das Nachstehende (unter B und C) die 
Behandelung einiger Aufgaben darbieten, bei deren Lösung mehr- 
fache Integration zu benutzen ist. 

B. 

Die erste dieser Aufgaben sei folgende : Es sollen die auf die 
Coordinatenachsen bezogenen Trägheitsmomente Tx und Ty der 
homogenen ebenen Fläche A4^BqBiAi (Fig. 23 auf S. 71) 
berechnet, nämlich durch Integrale ausgedrückt werden, wobei für 
die Begrenzung jener Fläche das im § 18 unter D Gesagte Giltig- 
keit haben möge. 

Lösung. Für die Difierentiale der Trägheitsmomente hat 
man die Werthe 

1) dTx — Sey^dxdy 

und 

2) dTy^dex^dxdyj 

in denen d die Dicke und a die Dichtigkeit der Fläche bezeichnet. 
In den aus Nr. 1 und 2 folgenden Doppelintegralen ist die 
eine der Integrationen durchführbar. Das giebt: 



3) Tx=-^deßy^^-yo')dx 



und 



^0 



*1 

4) Ty=d sjx^ (yi — yo) dx. 



Xq 



W 
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C. 

Ferner möge die Aufgabe gestellt sein, die Richtigkeit der 
unter I — VII folgenden Satze nachzuweisen : 

!• Die auf die Halbachsen a und b bezogenen Trägheits- 
momente eines homogenen Ellipsenquadranten haben die 
Werthe 

5) . ra=-j-6a^ 
und 

6) Tö = -^a^m, 

in denen m die Masse des Quadranten bedeutet, also 



7) m = -r-7cab de 



ist. 



4 

Anmerkung. Bezüglich der für Ta und Tb zu- 
nächst vorliegenden Doppelintegrale mit elliptischen Gren- 
zen beachte man Dasjenige, was auf S. 129 (unter II) in 
Bezug auf die Umwandelung derselben gesagt wurde. 

II. Für eine durch (Fig. 23 auf S. 71) gehende, zur 
X Y - Ebene senkrecht stehende Drehachse , hat die unter JS 
genannte ebene Fläche Aq JBq Bi Äi das Trägheitsmoment 

8) Tz = Tx-\- Ty. 

III. Ist eine homogene allgemeine Fläche in derjenigen 
Weise gegeben, welche im § 32 unter B festgesetzt wurde, so gilt 
für das auf die ^-Achse bezogene Trägheitsmoment des Flächen- 
theiles Co Do Di d die Gleichung 

9) Tz= de f fix^-^-y^) B dx dy, 

wobei jR die in dem obigen Paragraphen unter Nr. 8 stehende 
Bedeutung hat. 

IV. Ein Körper Co i)o A Ci (?o £^o fli G^i fFig. 56 auf 
S. 138), welcher in der unter § 32, C, angeführten Weise begrenzt 
ist, hat bezüglich der ^- Achse des Coordinatensystems das Träg- 
heitsmoment 

a?! yi Zi 

10) Tz = ff/s (äj2 + y2) dx dy dz. 

^0 Po ^0 
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Hierbei bezeichnet € die (im Allgemeinen von x^ y und 8 ab- 
hängende) Dichtigkeit. Ist Letztere constant^ so hat man : 

11) i; = ejjix^ + y 2) (ifi — ;ero) (?a; dy. 

(Nr. 11 folgt nicht nur aus 10, sondern auch direct, wenn 
man stabförmige Elemente benutzt. Es genügt also für die 
Herleitung des Trägheitsmomentes eines homogenen Körpers 
immer die Doppelintegration.) 

V. Hat eine gerade, regelmässige, sechsseitige Pyra- 
mide die Grundflächenseite a und die Höhe %, so ist das auf 
letztere bezogene Trägheitsmoment 

12) T=y|/3 a*Ä6 = -^aam, 

wenn m die Pjramidenmasse bedeutet. 

Anmerkung. Zu Nr. 12 kann man gelangen, 
indem man ein Coordinatensystem benutzt, dessen ^Achse 
mit der Höhe h und dessen X Y-Ebene mit der Pyramiden- 
grundfläche so zusammenfallt, dass die X-Achse die eine 

Basiskante halbirt. Es führt dann die Berechnung von j^ T 

auf das im § 28 unter A, III, behandelte dreifache Inte- 
gral. Letzteres kann, von Anfang an, durch das unter 
Nr. 4 daselbst stehende Doppelintegral ersetzt werden, 
wenn man stabförmige Elemente verwendet. 

VI. Ist die Dichtigkeit einer Kugel proportional dem Quadrate 
des Abstandes vom Mittelpunkte und für die Einheit jenes Abstandes 
gleich h^ so hat das auf einen Durchmesser bezogene Trägheits- 
moment den Werth ^ ^^ 

13) r=2j7rÄa7==^aam, 

wobei a den Halbmesser bezeichnet und m die Masse. 

VII. Der im § 21 unter Nr. 15 für Curven abgeleitete 
auf parallele Drehachsen sich beziehende Satz 

14) Tx = T+Tz^m 
gilt auch für Flächen und Körper.'*') 

*) Diejenigen, welche Erweiterungen der §§ 21 und 33 wünschen, 
mögen auf die betreffenden Abschnitte der im nLiteraturverzeichniss** 
genannten Bücher von Duhamel, Fuhrmann, Ritter, Schell und 
Voigt verwiesen sein. 
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§ 34. Anzieliimg einiger Flächen und Körper. 

A. 

Die Anziehung der Kreisfläche und der unbegrenzten Ebene. 

I. 

Ehe die von einem allgemeinen Körper ausgeübte An- 
ziehung zur Behandlung gelangt (§ Sb), sollen im Nachstehenden^ 
unter A— C, einige besondere Fälle Erledigung finden und 
zwar mit Benutzung des im § 20 unter A Gesagten. Zuerst möge 
folgende Aufgabe gelöst werden: 

Eine homogene Kreisfläche hat den Halbmesser a, die 
(sehr kleine) constante Dicke d und die ebenfalls constante Dichtig- 
keit 6. Senkrecht über dem Mittelpunkte C befindet sich ein Punkt 
Q, von der Masse 1, in dem Abstände QC= c. Dieser Punkt Q 
wird durch die Kreisscheibe nach dem Newton'schen Gesetze 
angezogen. Man soll den Werth Ä der Anziehung berechnen, 
nämlich durch a, c, Tcy d und e ausdrücken (wobei h den An- 
ziehungscoefficienten bezeichnet, also die im § 20 unter A genannte 
Bedeutung hat). 

Lösung. Wir denken uns den allgemeinen Punkt P der 

Kreisfläche bestimmt durch seinen Leitstrahl r und die zugehörige 

Anomalie d, bezogen auf ein Coordinatensystem , dessen Pol mit 

dem Kreisfiächencentrum und dessen Achse mit einem Halbmesser 

zusammenfallt. Dann übt das bei P befindliche Massenelement 

(derdOdry laut § 28, Gleichung 13) auf Q die Anziehung 

^v ,^ hdsrdddr 
1) dB = T—, — - — 

in der Richtung QP aus. 

Diese Anziehung ist in zwei Componenten zerlegbar, deren 
eine in die Ebene der Scheibe fällt, während die andere senkrecht 
zu ihr steht. Alle Componenten der ersten Art heben sich auf; 
die der zweiten geben (im Sinne QC) die Anziehung 

27t a 

kcderdd dr 



"> ^=11 



s ? 





also 

3) A = 27ihd8(\——=L=^ 

\ }/a2 + cV 

oder 
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4) Ä=27tJc3e(l--^y 

wenn mit b der Abstand des angezogenen Punktes vom Scheiben- 
rande bezeichnet, nämlich ya^-\-c^ = b gesetzt wird. 

II. 

Durch Benutzung der Gleichungen 3 oder 4 lässt sich leicht 
zeigen, dass die unter a — y folgenden Sätze (deren Ableitung nicht 
unterbleiben möge) gelten: 

a) Der Anziehungsmittelpunkt der Scheibe hat, auf 
QG liegend, von Q den Abstand 

welcher sich leicht aus den gegebenen Strecken a und c con- 
struiren lässt. 

ß) Eine unendlich grosse homogene Kreisscheibe, oder, 
was auf Dasselbe hinauskommt, eine nach allen Seiten hin 
in's Unendliche sich ausdehnende homogene Ebene, 
übt auf den Punkt Q die Anziehung 

6) Äi = 27vJcde 

aus (die also endlich ist und von c nicht abhängt). 

y) So lange c, verglichen mit 6, einen sehr kleinen Werth 
hat, beeinflusst es die Anziehung Ä wenig, so dass letzterer dann 
näherungsweise immer der Betrag Nr. 6 zukommt 

Anmerkungen zu A: 

a) Das unter y Ausgesprochene ist z. B. fiir die G e o - 
d ä s i e zu beachten. (Man vergleiche : H e 1 m e 1 1 , mathe- 
mat. und physikalische Theorien, Bd. 2, S. 142 u. folg.) 

b) Die Ableitung der Gleichung Nr. 3 kann durch 
einfache Integration erfolgen, indem man als Element 
die Masse eines Ereisringes benutzt, welcher mit den 
Halbmessern r und r-^dr beschrieben ist. 

B. 

Anziehung der Eugelfläche und des Eugelvolumens. 

I. 

Nachdem im Vorhergehenden, unter A, die Anziehung einer 
ebenen Fläche behandelt worden ist, möge nun für eine krumme 
— und zwar für die Kugelfläche von der Dicke d und der 
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Dichtigkeit € — die entsprechende Untersuchung folgen. Dabei 
soll die Aufgabe folgendermassen lauten: 

Um (Fig. 47 auf S. 120) ist, mit dem Halbmesser o, eine 
Kugelfläche beschrieben, Sie wirkt, nach dem Newton'scheu 
Gesetze, anziehend auf einen Punkt Q, von der Masse 1, wel- 
cher von den Abstand c^ a hat. Es soll die durch jene 
Fläche auf Q ausgeübte Anziehung berechnet werden (ausgedrückt 
durch a, c, Jk, rf, e) und zwar — zur Uebung — auf verschie- 
dene Weisen, nämlich 

a) indem man sich den allgemeinen Flächenpunkt P 
mittelst der rechtwinkligen Coordinaten OL = X, LP' = y, 
PP = 8 bestimmt denkt und für das Element den durch 
die Gleichungen Nr. 7 und 8 von Seite 143 gegebenen 
Ausdruck benutzt, also die Kugelfläche zunächst wie eine 
allgemeine, durch die Gleichung 

7) z^nx,y) 

gekennzeichnete Fläche auflfasst; 

ß) indem man sich P (Fig. 47) durch die Coordir 
naten Z.AOP=q), ^PLP=(o gegeben denkt, also 
in Bezug auf g) und o) integrirt ; endlich, was am meisten 
zu empfehlen ist, 

y) durch einfache Integration mit Benutzung von 
unendlich schmalen Kugelzonen. 

Lösung, ä) Die Anziehung, welche Q von dem bei P 
liegenden materiellen Flächenelemente in der Richtung QP erleidet, 
hat, wenn rechtwinklige Coordinaten zur Benutzung gelangen, den 
VVerth 

^^ ^^^ (c-xy + y^ + e^ 

Derselbe giebt im Sinne der Achsen drei Componenten , von 
denen zwei aufgehoben werden. Für die dritte (parallel zu ^ 
wirkende) Componente hat man, nachdem die aus der Kugelflächen- 
gleichung folgenden Werthe der partiellen Differentialquotienten 
eingeführt sind, den Betrag 

(c — x) dx dy 



9) dA = 'kade 



\/a^~x^—y^ /a2-f c2 — 2cic'* 
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Die Summirung aller derartigen Componenten führt auf das 
im § 28 unter A behandelte Doppelintegral U; damit aber (laut 
§ 1, IV) auf: 

10) A = .^—, 

oder, wenn mit m die Masse der Kugelfläche bezeichnet wird, auf 

11) ^=^- 

Das sagt : Die Anziehung, welche der (ausser- 
halb liegende) Punkt Q erfährt, ist eben so gross, 
als wenn die Kugelflächenmasse im Centrum ver- 
einigt wäre. 

ß) Werden zur Festlegung des allgemeinen Punktes P die 
Winkel AOP=(p ^ P'LP=€i) benutzt, so hat das Flächen- 
element den Werth a^ sin q) dg) dio. 

Demgemäss ergiebt sich: 



^^. . r rJca^d€(c — a cos qi) am (pdq> da) 







j/a^ + c^ — 2 a c cos 9* 



was sogleich auf 

13) Ä = 2Mea^ f-^^^^^MM, 

J \al^'\-d^ — 2accosg) 

führt. Benutzt man nun die (sehr nahe liegende) Substitution 

14) f/a2_^ca — 2accos5p = u 

und beachtet gehörig die geometrische Bedeutung derselben (also 
den Umstand, dass die neue Veränderliche die Entfernung QP ist), 
80 folgt wieder Nr. 10. 

y) Die unendlich schmale, materielle Kugelzone, von welcher 
MPN (Fig. 47) einen Quadranten andeutet und adq) die Breite 
ist, hat die Masse 

15) dm = {2 na^ Bing) dq)) de. 

Alle Theile dieser Masse wirken auf Q in derselben Weise. 
Daher zieht jene Zone den genannten Punkt im Sinne Q ai^ 
mit der Stärke 

^^. ,^ 27tJca^36(c — a cos cp) sing) dop 

16) dA = ^^ =f — ^-• 

ya^ -{- c^ — 2 a c cos y 
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Die durch Nr. 16 ausgedrückten Anziehungselemente sind von 
^ = bis ^ = TT zu Summiren. Man kommt also auf diesem Wege 
unmittelbar zu dem einfachen Integrale Nr, 13 (und mit- 
telst desselben auf den Werth 10). 

II. 

Auf einen in ihrem Innenraume liegenden Punkt Q übt, 
was sich leicht durch Integration, oder auch rein geometrisch, nach- 
weisen lässt , die Kugelfläche keine Anziehung aus. (Man sehe 
hierüber, wenn nöthig, Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, 
S. 173 — 174 der 4. Auflage; oder, bezüglich des von Newton 
angegebenen geometrischen Verfahrens : H e 1 m e r t , mathe- 
mat. u. physikal. Theorien, Bd. 2, S. 62, Anmerkung). 

Das im Vorhergehenden für die Anziehung der Oberfläche 
der Kugel Gefundene lässt sich (aus nahe liegendem Grunde) auf 
das Volumen der Hohlkugel und der Vollkugel leicht 
übertragen. Ferner erkennt man, dass es nicht nur für homo- 
gene Kugelmassen gilt, sondern auch für solche, deren Dich- 
tigkeit sich nach concentrischen Schalen ändert. 

Anmerkung. Ueber andere, im Vorhergehen- 
den (unter I) nicht enthaltene Methoden zur Er- 
mittelung derAnziehung einer Kugelflä che 
sehe man : Schell, Theorie der Bewegung und der 
Kräfte, S. 661—664 der 1., oder Bd. 2, S. 284—288 
der 2. Auflage. 

C. 

Anziehungen, verursacht durch Hochebenen, Berge u. s. w. 

Wenn es sich darum handelt, den Einfluss zu berechnen, wel- 
cher durch die Anziehung von Hochebenen, Bergen 
u. s. w. ausgeübt wird, so pflegt man die Voraussetzung zu machen, 
dass dieselben Umdrehungskörper seien, nämlich Cylinder, 
Kegel, Kugelabschnitte, oder Paraboloide. 

Es kann dann der unter A für die Kreisfläche abgeleitete 
Satz (Gleichung 4) zur Ermittelung jener Anziehung benutzt wer- 
den, indem man sich den betreffenden Körper aus unendlich vielen 
(unendlich dünnen) Kreisscheiben zusammengesetzt denkt. 

In diesem Sinne mögen die unter I — III folgenden Auf- 
gaben gestellt sein. 
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1Ö5 



I. 

Ein homogener Cylinder ÄiBiCiDi (Fig. 58) hat den 
Grundflächenhalbmesser a, die Höhe h. Im Centrum der Deck- 
fläche liegt ein Punkt Qu von der Masse 1. 



Fig. 38. 
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Es soll die von dem Cylinder auf Q^ ausgeübte Anziehung Ai 
berechnet werden ; auch soll man angeben^ welchen Näherungs- 
werth sie hat^ falls h^ mit a verglichen ^ so klein ist; dass 



h 



gegen 1 vernachlässigt werden darf. 



Lösung. Eine von der Deckfläche um QiLi= abstehende, 
unendlich dünne Schicht Mi Ni (Dicke d^) zieht, laut Gleichung 4, 
den Punkt Qi mit der Stärke 



17) 



dAi =27tJc€(l 7= 



«2 + 0y 

an, wobei Je und € die frühere Bedeutung haben. 
Es ist also 



18) 



Ai=^27rhe f(l y===\di3. 



a2 4- igrV 

Aus Nr. 18 folgt: 

19) ^1 = 27rÄ€ (a + Ä — j/öä+^ä) ; 
oder, wenn 

20) ^1 <2i = 6 

gesetzt wird, 

21) Ai=27tle{a + h — l). 

Hierbei stellt der in der IQammer stehende Werth den Unter- 
schied zwischen der Kathetensumme und der Hypotenuse des Drei- 
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ecks Äi Qi Bi dar. Wird also, wie Fig. 58 es zeigt, Ri Si = JBi ^i, 
Ai Ti zz= AiQi, Bi Ui = Ti Si gemacht, so hat man: 

22) Ai = 27ik6.BiUi. 

Ist die Höhe des Cylinders als Bruchtheil des Grundilächen- 
halbmessers gegeben, nämlich durch die Gleichung 

23) a = nh, 
so haben Nr. 19 und 21 die Form 

24) ^1 = 27rÄ6 (n + 1 — ^n^ + 1) h. 

Endlich folgt aus 19, dass 

25) Ai = 2nk8h 

den durch die Aufgabe verlangten Näherungswerth darstellt. 
(Man vergleiche Nr. 25 mit 6; wende ferner Nr. 24 auf einen 
besonderen Fall an; etwa auf den Fall n = 1000.) 

Anmerkungen zu I: 

a) Ohne Schwierigkeiten lässt sich ermitteln, wie das Vorher- 
gehende sich ändert, wenn der angezogene Punkt Qi 
irgendwo auf der Achse liegt. 

Ferner, welche Anziehungen durch einen unendlich 
langen Cylinder ausgeübt werden. 

Desgleichen, wo der Anziehungsmittelpunkt 
liegt und wie man ihn durch Construction zu finden 
vermag. 

£s möge die Ausführung dieser Untersuchungen hier- 
mit empfohlen sein. (Näheres über dieselben: Fuhr- 
mann, Aufgaben aus der analyt. Mechanik, Theil I, 
S. 132—134 der 2. Auflage.) 

ß) Man beachte das unter IV, a und c, Folgende. 



II. 

Der homogene Kegel A% S2 Q2 (Fig. 59) möge mit dem 
unter I behandelten Cjlinder gleiche Grundfläche und Höhe haben. 



Fig.SS. 




' 
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Es soll die Anziehung Ä^ berechnet werden, welche er auf 
den in seiner Spitze befindlichen Punkt Q2 (von der Masse 1) 
ausübt. Femer soll man angeben, welcher Näherungswerth 
för A2 Giltigkeit hat, wenn h, verglichen mit a, so klein ist, dass 

l/ a_L- 1.2 ^^^ Einheit gegenüber unbeachtet bleiben darf. 

Lösung. Unter Benutzung der kreisscheibenförmigen Schicht 
M2 N^i welche von Q^ um Q^ L^^^lS absteht , ergiebt sich , auf 
dem bei I genannten Wege : 

26) A2^27iJce(l^-—L=J\h. 

Wird 

27) ^2 Ö2 = & 

gesetzt, was der Gleichung 20 entspricht, so hat man: 

28) ^, = 27r*6(l — A^Ä = 2 7rÄ«^^-^=^, 
oder 

29) -42 = 2 TT Ä € (1 — cos a) Ä = 4 TT Ä € sina — a . Ä, 

wobei a den Winkel A^ Q2 Hz bezeichnet. 

Macht man also , wie Fig. 59 es zeigt , Q2 S2 = Q2 R^y 
82 U2 -^ Q2 2J27 so ist 

30) A2 = 2 7ihe . R2 U2, 
was mit Nr. 22 verglichen werden möge. 

Wenn die unter I stehende Gleichung 23 Giltigkeit hat, näm- 
lich die Kegel höhe als Bruchtheil des Grundflächenhalbmessers 
gegeben ist, so haben Nr. 28 und 29 die Form 



31) M = 2nke(l--^y, 



welche Nr. 24 entspricht (und wieder auf den besonderen 
Fall w = 1000 angewendet werden möge). 

Der in der Aufgabe verlangte Näherungswerth ist, laut 28 : 
32) A2 = 27ik€h, 

stimmt also mit Nr. 25 überein. 

Anmerkungen zu II. 

a) Das unter II Stehende ist leicht zu verallge- 
meinern, indem man die Anziehung des Kegels 
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(auch des abgestumpften) auf irgend einen 
Punkt seiner Achse untersucht. (Hierüber : Fuhr- 
mann, Aufgaben aus der analyt. Mechanik, Theil I, 
Seite 134—136 der 2. Auflage. Oder: Schlö- 
milch, Attractionscalcül, Seite 9 — 12.) 

/?) Man yergleiche Das^ was unter lY^ a^ folgt. 

m. 

Der durch Fig. 60 dargestellte homogene Kugelabschnitt 
Äz JSz Qs möge wieder mit dem unter I behandelten Cylinder, also 
auch mit dem unter II betrachteten Kegel, gleiche Grundfläche und 
Höhe haben. Es sei auch hier die Anziehung Ä^ zu berechnen. 



Hg. 60. 




welche jener Abschnitt auf den im Scheitel liegenden Punkt Q^ 
(Masse 1) äussert. Femer möge derjenige Näherungswerth 
von Az Ableitung finden, welcher vorliegt, wenn %, mit a ver- 



glichen, so klein ist, dass-^ von 

o 

werden dürfen. 



h 



|/aa -}- Ä^ 



gegen 1 vernachlässigt 



Lösung. Für die Anziehung, welche Qs durch eine nm 
Q^L^= Z abstehende Schicht Mz N^ (von der Dicke dis) erfährt, 
findet man, unter Benutzung von Nr. 4: 

33) dÄz = 27the(l^y^dz, 

wobei den Kugelhalbmesser bezeichnet, daher durch die Gleichung 

34) 
bestimmt ist. 



^~ 2Ä 
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Aus Nr. 33 folgt durch Integration: 

35) As = 27tkB(l--^y^^h, 

oder, mit Benutzung von 34, 

36) ^ = 2 TTÄ € fl — -I- / ^ \h. 

Wird, entsprechend Nr. 20 und 27, 

37) AsQ^ = b 

gesetzt und der Winkel As Qs JRq mit a bezeichnet, so geht 36 
über in: 

38) As=27ik€(l — ^-^\hy 

bezüglich in 

39) As = 2 7t Je eil ^ cos a j ä . 

Wenn also, was Fig. 60 darstellt, ^3 8s = Qs üsj Qs Ts = 
2 
-K^Qs Ssj Ts Us-^QsBq genommen wird, so ist 

40) As = 2 7tJc8.BsUs, 

was mit Nr. 22 und 30 verglichen werden möge. 

Besteht die Beziehung 23, so hat man, entsprechend Nr. 24 
und 31 : 



41) 



As=27VJc€ (1 jr- . 1 h . 

V 3 i/;ir\ri/ 



Endlich ergiebt sich für den gesuchten Näherungswerth, 

ans 36 : 

42) As = 2Ttk€h, 

also das unter 25 und 32 Gefundene. 

Anmerkungen zu III: 
a) Wird der Kugelabschnitt zur Halbkugel, so ist, 
laut 38, _ 

43) As = 27tk€(l -^)c. 

Wendet man ferner Nr. 38 auf die Voll- 
kugel an, so ergiebt sich 

44) As=-^7tJcc8= — ^ 

was mit dem unter B, 11, Gefundenen übereinstimmt. 
Man unterlasse nicht, die Gleichungen 43 und 
44 herzuleiten. 
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ß) Das unter III Behandelte lässt sich leicht auf den 
Fall, in welchem ^3 (Fig. 60) oberhalb der 
Kugelschicht; nicht auf ihrer Oberfläche, liegt, er- 
weitern, was hiermit empfohlen sein möge. 

y) Man sehe das unter IV, a und d, Folgende. 

IV. 

a) Das Verhältniss der Anziehungen, welche der 
Cylinder Ai Bi Ci Di (Fig. 58), der Kegel A2 B2 Q2 (Fig. 
59) und der Kugelabschnitt Az B3 Q^ (Fig. 60) auf das 
obere Achsenende ausüben, ist, gemäss I — III, ein ziemlich ein- 
faches. Es verhält sich nämlich, was man sofort den betreffenden 
Gleichungen entnehmen kann, 

45) Ai:A2:Ab = 1 ^— : 1 — y : 1 — y y , 



oder, bezogen auf Fig. 58 — 60, 
46) Ai:A2:Az=Ri Ui'.B^ TJ^iB^ Uz, 

b) In der unter I — III angegebenen Weise , nämlich durch 
Benutzung der Gleichung 4, lässt sich auch die Anziehung er- 
mitteln, welche ein Umdrehungsparaboloid auf seinen 
Scheitel ausübt. Durchführung der betreffenden Rechnung sei hier- 
mit empfohlen. 

c) Die Gleichungen 19 — 25 können benutzt werden, wenn 
es gilt zu ermitteln, welchem Einflüsse Wägungen unterliegen, 
falls sie, statt an der Meeresoberfläche , auf einer Hochebene, 
z. B. in München, zur Ausführung gelangen , daher die An- 
ziehung der Masse jener Hochebene zu berücksichtigen ist. Hier- 
über sehe man : J o 1 1 y ^ die Anwendung der Waage auf Probleme 
der Gravitation; 1881. 

Ferner finden die Gleichungen Nr. 19 — 25 Anwendung, wenn 
es sich darum handelt, die für eine bekannte Höhe, z. B. diejenige 
von Paris, geltende Länge des Sekundenpendels auf 
die Meeresoberfläche zu reduciren. Hierüber: Poisson, 
Lehrbuch der Mechanik, Thcil I, § 255 der Uebersetzung von 
A. Stern. Oder: Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, Seite 
159—163 der 4. Auflage. 

Desgleichen lassen sich Nr. 19 — 25 benutzen bei der Unter- 
suchung eines wagenartigen Instrumentes, welches zur Auf- 
findung von Erzlagern in Vorschlag gebracht worden ist. 
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(Fuhrmann, Aufg. a. d. Mechanik, Theil I, S. 137 und 138 
der 2. Auflage.) 

ä) Von den Gleichungen 35 und 42 wird für die. Theoriet 
des Siemens 'sehen Bathometers (Seetiefenmess^ers) 
Gebrauch gemacht. Dasselbe beruht auf einer Anwendung der 
Thatsache, dass auf dem Meere die Anziehung geringer ist, als avtf 
dem Festlande, weil Seewasser ein kleineres specifisches Gewicht 
hat, als Erde, Näheres hierüber: Günther, Geophysik, Bd. 2, 
Seite 331 und 332. Oder: Dingler^s Polytechnisches: 
Journal, Bd. 221, S. 48 — 54. (Abhandlung von E — .6; mit 
Abbildungen des Bathometers.) 

e) Die unter <; und d genannten Anwendungen sind, was 
man leicht erkennt, nahe verwandt. Ferner stehen sie in enger 
Beziehung zu geodätischen Untersuchungen, bei denen es sich 
um die Berücksichtigung der Anziehung von Festlandmassen oder 
Wassermassen handelt. Man sehe: Helmert, mathemat. und 
physikaL Theorien, Bd. 2, S. 141 u. folgende. (Besonders S. 163, 
§ 16 ; S. 167, § 17 ; S. 179, § 21.) 

§ 35. Die Anziehung des allgemeinen Körpers und das Potential. 
Beziehungen zum Magnetismus, zur Elektricität und zum Lichte. 

A. 

Ein Körper Co Do Di G\ Gq Hq Hi Gu veranschaulicht durch 
die Fig. 56 auf S. 138, möge , wie dort , auf ein rechtwinkliges 
System bezogen, gegeben sein durch 

OLo=Xo, OLx=Xij 

femer durch die Gleichungen 

1) yQ = LMQ = (po{x), 

2) y^=LMx = (px(x), 

der Linien ^o -Boj bezüglich A\ Bi, endlich durch die Gleichungen 

3) 0o = MPo = yJo{x,y), 

4) 0i=MPi=yji{xyy) 
der Flächen Fq Fq , beziehentlich Fi Fi . 

Die Dichtigkeit y des Körpers soll (im Allgemeinen) ver- 
änderlich sein, nämlich nach einem bestimmten Gesetze abhängen 
von den Coordinaten 

OL = x, LM = y, MP = z 

Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Tbl. IL 11 
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der betrefienden Stelle P ; es soll also eine Gleichung von der Form 

5) r=f{^jyy^) 

bestehen. 

Der Korper möge proportional der Masse und umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate der Entfernung anziehend wirken auf einen 
(in der Fig. 56 weggelassenen) mit der Masse 1 versehenen Punkt 
ZJj dessen Coordinaten a, b und c sind. 

Man soll diejenigen Anziehungen, Ä^ B, C, welche der ge- 
nannte Körper auf TJ im Sinne der X-Achse, Z"- Achse und ^-Achse 
ausübt y berechnen^ nämlich durch bestimmte dreifache Integrale 
ausdrücken. 

Lösung. Das bei dem allgemeinen Punkte P (Coordinaten : 
X, y, 0) befindliche Yolumenelement 

6) dV=dxdydz 
hat die Masse 

7) dm = y .dV. 

Es zieht jenes Element den Punkt U in der Richtung TJP 

an mit der Intensität 

Q. Je. dm 

^^ ~^' 

wobei 

9) u = V{a — xy + (6 — yY + (c — e)^ 

und Tc, wie früher, der „Anziehungscoefficient'', nämlich diejenige 
Anziehung, welche die Masse 1 auf die Masse 1 in der Entfernung 
1 ausübt.*) 

Die durch Nr. 8 ausgedrückte Anziehung liefert in der Richtung 
der X-Achse die Componente: 

.^. Icdm . . Jc(a — x) 

10) — —co8(u,x)=-^ — ; — -dm; 

femer in der der !F-Achse: 

endlich in der der Z- Achse: 

12) — — cos (m, z) = , — -dm . 



*) Man beachte auch hier die am Fusse der Seite 79 stehende An- 
merkung. 
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Die Anziehungen; welche der ganze Körper in den Richtungen 
der X-Achse, Y-Achse und ^-Achse ausübt, haben daher , der 
Reihe nach, die Werthe 

^1 Vx *i 

13) A = h j j iy — —dxdydgj 



^0 Vq 'o 
«1 Vi *x 



h—y 



14) B = Jcf J jY-^dxdydZy 

^0 yo <6 

«l »1 arj 

15) G = Jc f j JY — —dxdyde, 

*o Vo 'o 

oder, vollständiger geschrieben (laut Nr. 9) : 

Xi Vi Zx 



16) A^l:f f f Y[a — x)axayas 

J J J |/(a — a:)a + (6-~2/)2-j-(c — ;^)2 



") "-"IIIv 



y (6 — y)dxdy de 



»«) "^^flly 



8 y 

V -^ 

^0 yo H 

«X Vx H 



y{c — £) dxdydg 



8 ' 

V -^ 

*0 ^0 'o 

wobei Y bestimmt ist durch die Gleichung 5. 

B. 

In manchen Fällen ist es vortheilhaft, Polarcoordinaten, 
an Stelle der rechtwinkligen ; für den anziehenden Körper zu be- 
nutzen, hinsichtlich des angezogenen Punktes aber die vorige 
Bestimmungsweise (also die Coordinaten a, b und c) beizubehalten. 

Es sollen die Gleichungen 16, 17 und 18 in diesem Sinne 
Umgestaltung finden, wobei der Leitstrahl OP mit ^, der 
Winkel XOP mit ^ und der Flächenwinkel Jf LP mit w be- 
zeichnet werden möge. Bezüglich des Dichtigkeitsgesetzes soll 
(Nr. 5 entsprechend) vorausgesetzt werden , dass es durch eine 
Gleichung von der Form 

19) y = FiQ,»,iü) 

gegeben sei. 

11* 



n 
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Lbsüng. Zwischen den rechtwinkligen Coordinat^n x, y, 
und den Polarcoordinaten q, -d'j io bestehen (was man de^ Fig. 56 
leicht entnehmen kann) die Beziehungen: 

20) X = QCOB d-y 

21) y = Qsm'9' cos w, 

22) je? = p sin ^ sin w. 

Femer ergiebt die Anschauung (vergleiche § 28^ Gleichung 35)^ 
dass bei Benutzung der neuen Coordinaten dem Yolumenelemente 
der Werth 

23) dV=Q^Bin»dQdojdS' 
zukommt. 

Es gehen mithin die Gleichungen 16; 17, 18 über in: 

24) A^lcfff 7{a-q<io^»)q^^in^dQdwdS' _ 

J J J f/(a— ßcos^)2+(6— psin^cosw)2+(c— ßsin^sinco)^ 



Kl,«— ßcosxfj^+(ö— ßsinc^coswj^+(^c— ßsmxfsmcoj'*'' i 

^0 Wq ^0 ! 



Qi ^ ^1 

jj-v j. , r r ry {b — QsiU'd'coBti)) Q^ sm'd'dQdcjdd' 



2«) o=*///7 



8' 



$0 **^Q ^0 



y {c — ^ sin ^ sin ui) Q'^Bmd'dQdw dd' 
_ _ y -H- 

§0 ^0 ^0 



wobei die Buchstaben q^^ Qi^ (Oof (Oiy S'q, S'i diejenigen Inte- 
grationsgrenzen bezeichnen y welche sich bezüglich der Veränder- 
lichen Qf (Oy S" aus der Art der Begrenzung des anziehenden Körpers 
ergeben, ferner y durch Nr. 19 bestimmt ist. 

• C. 

Die Anziehungscomponenten Ay B, C können durch ein ein- 
z i g e s dreifaches Integral ausgedrückt werden, wenn die in Bezug auf 

• • • I 

üy b und c genommenen partiellen Difierentialquotienten der Function 

,,.-27.) — = ■ ^ 

gehörige Ausnutzung finden. 

. Man ermittele, dieses Integral, welches das Potential (die 
Kräftefunction der Anziehung) genannt wird, und P heissen 
möge, 

I. für rechtwinklige, 
II. für Polarcoordinaten ; 
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anch nenne man diejenigen Rechenoperationen ^ durch deren An-» 
Wendung die Componenten Äy 3 und C uns P sich ergeben* 

Lösung. L Die in 13 — 15, oder 16 — 18, vorliegenden 
Werthe von A, S und G unterscheiden sieh nur durch die, in 
den drei Zählern stehenden, Factoren (a — x)j (b — y) und (c — . z)* 

Es ist aber, laut 27, 

0— <> 



_ V-^ _ a 



8> 



also 

ferner, was ebenso eich ergiebt: 

und 

30) _!L=_£=f. 

Man darf daher statt 13 — 15 schreiben: 

Xi Vx *i "^ 

31) A^-kJ J fy^dxdydz, 

1 



Vx 'i 9 



32) B = — lcJ J fy^dxdydsi, 

«1 yi «1 9 — ^ ' 

33) G= — hJ f Jy-^dxdyds. ' \ ^ 

^0 yo ^0 
Hieraus folgt: die negativen Werthe von -4, j? und C er- 
geben sich aus dem (für ganz allgemeine, nicht für specialisirte, 
a, h und c ermittelten) Integrale 

«1 Vt *i 



34) T>^f f f yaxayaz ^ 
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als' die partiell in Bezug auf a, b und c genommenen Differential^ 
quotienten des letzteren ; man hat nämlich : 

35) A = — k^, 

36) B = -l^^ 



37) C=~Ä 



06' 
OP 



7>c 

Dabei verdient auch die physikalische Bedeutung des 
Potentials (Nr. 34) Beachtung. Dasselbe ist nämlich die Summe 
derjenigen unendlich vielen unendlich kleinen Grössen^ welche sich 
ergeben, indem man jedes Massenelement des anziehenden Körpers 
durch die zugehörige Entfernung (vom angezogenen Punkte TT) 
dividirt. 

II. Für Polarcoordinaten hat das Potential; gemäss 34, 6 und 
20—23, den Werth 

38) p=: / /' / yg^sin^rfgdcüd^ 

J J J }/(a — Q cos^)2 + (6 — ^sinöcos w)2 + (c — ^sindsin w)2 

^0 **'o ^0 

D. 

Zur Ergänzung und Erweiterung Desjenigen, was im Vorher- 
gehenden (unter A — C) behandelt wurde ; diene das unter I — VI 
hier Folgende. 

I. Ist der anziehende Körper homogen, so vereinfachen 
sich die vorhergehenden Formeln sehr, weil dann y^ als Constante, 
vor die Integralzeichen gesetzt werden darf. 

Femer lässt sich in manchen Fällen ein wesentlicher Vortheil 
dadurch erzielen, dass man dem angezogenen Punkte U eine 
specielle Lage zuweist, nämlich eine oder mehrere • der Grössen 
a, h und c gleich Null nimmt. Die unter C behandelte Ableitung 
der Anziehungscomponenten ist dann aber (selbstverständlich) nicht 
mehr möglich, weil sie allgemeine a, h und c voraussetzt. 

II. Was unter C für die Gesammtanziehungen be- 
handelt wurde, kann man auch auf die Elemente derselben an- 
wenden. Die durch 10 — 12 ausgedrückten Componenten des durch 
Nr. 8 angegebenen Anziehungselementes, folgen nämlich, wie man 
leicht erkennt, aus dem „Potential" 
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dm 
u 

) desselben ebenfalls durch partielle Differentiation 



39) 

\ Entfemung/ 

nach a, b und c. 

III. Unter ^^Masse'^ ist im Vorhergehenden nur Dasjenige 
verstanden y was die Anziehung veranlasst, also die 
Anziehungsursache. Es können mithin die Ergebnisse 
leicht auf andere Gebiete (Magnetismus, Elektricität 
u. s. w.) übertragen werden y wobei das für Abstossungen 
Geltende sich durch Umkehrung der Vorzeichen ergiebt. 

IV. Wenn eine ebene Fläche durch eine punktförmige Licht- 
quelle Q beleuchtet wird , so darf man im Allgemeinen voraus- 
setzen f dass die dem (unendlich kleinen) Elemente zukommende 
Lichtmenge dem Flächeninhalte des Elements und dem Sinus des 
Neigungswinkels direct, dem Quadrate der Entfemung aber um- 
gekehrt proportional sei. 

Es steht dann die Lichtmenge, welche die Fläche von 
dem Punkte Q empfangt, in sehr einfacher Beziehung zu der An- 
ziehung, die Q, nach dem Newton'schen Gesetze , senkrecht 
zur Fläche von letzterer erleidet. 

Man ermittele jene Beziehung und zeige , wie derartige 
Lichtmengenberechnungen auf die Untersuchung von 
Anziehungen zurückkommen. Auch wende man das Gefundene 
auf einen besonderen Fall an, etwa auf die Beleuchtung, 
welche eine Kreisfläche durch einen in ihrer Achse befind- 
lichen Punkt erfahrt (was zu § 34, A, in enger Beziehung steht.) 

V. Aus den Componenten Ay JS und G (Nr. 13 —18 oder 
24 — 26) folgt die Resultirende nach der Gleichung 

40) R = yÄ^-{-B^ + C% 

und die Winkel X, fi, Vy unter welchen sie gegen die Achsen 
der Xy y und ä geneigt ist, sind bestimmt durch 

41) cos X = — y 

42) cos^ = -^, 

43) cos j' = -^ • 

XV 
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Diese 4 Gleichungen (40 — 43) bestimmen die Anziehung nach 
Grösse und Richtung vollständig und sie kommen , wie gezeigt 
worden ist, alle vier zurück auf das „Potential". Es bedarf 
also für Untersuchungen^ die Anziehungen^ Abstossungen 
u. s. w. betreffen^ nur der Kenntniss dieses Letztgenannten. 

VI. Näheres über Anziehungen und das Potential findet man 
in einer sehr umfangreichen Literatur ^ aus welcher hier nur fol- 
gende Werke, deren Titel im „Literaturverzeichnisse genauer an- 
gegeben sind y herausgegriffen werden mögen : Clausius^ die 
Potentialfunction. — Duhamel, analytische Mechanik (Bd. 1, 
Buch I, Cap. 13). — E X n e r , Vorlesungen über Elektricität ; 
{§ 13). — Gauss, allgemeine Lehrsätze u. s. w. — Green, 
application of mathematical Analysis to the theories of Electricity 
and Magnetism. — Günther, Geophysik; Bd. 1, S. 165 und 
166. (Beziehungen des Potentials zur Erdkunde.) — Helmert, 
Theorien, Bd. 2. — Hirst, on equally attracting bodies. — 
Schell, Theorie der Bewegung u. s. w. , 4. Theil , Cap. IX 
.(wo auch, am Schlüsse, eine sehr ausführliche Literaturangabe). — 
Schellbach, welche Gestalt u. s. w. — Schlömilch, der 
Attractionscalcül. — Voigt, elementare Mechanik; 1889; (Seite 
258—278). — Weber, Elektrodynamik; 1889. — Wiede- 
mann, die Lehre von der Elektricität. — Wüllner, Experimen- 
talphysik, Bd. 4, S. 119—122, 197—218 (und an anderen Stellen 
der 3. Auflage des genannten Bandes). 
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ERSTER ORDNUNG. 



Fig. 61. 



§ 36. Oleichgewiclitslliiieii für bewegliche Punkte. 

A. 

I. Auf einer starren (unbiegsamen) Bahn LM^ welche sich 
mit unveränderlicher Winkelgeschwindigkeit w um eine senkrechte 
Achse OY (Fig. 61) dreht, ist ein Punkt P, der die Masse 1 hat 
und jene Bahn (Führung) nicht verlassen 
kann, beweglich. Er unterliegt nur der 
Centrifugalkraft und der Schwere. 

Es soll (bezogen auf das durch die 
Figur angegebene Coordinatensystem) die 
Gleichung derjenigen Linie berechnet wer- 
den, nach welcher jene Bahn LM gekrümmt 
sein muss, damit P an allen Stellen 
derselben sich im G 1 e i c h g e w i c h t e be- i^^" 
finde. Art und Lage der Cnrve sind ge- 
hörig anzugeben. Auch soll man ermitteln, wie jene Gleichung 
lautet , wenn ein Punkt der Bahn vorgeschrieben ist^ 
etwa durch die Goordinaten x^=a und y = b. 

Lösung. Die Resultirende der wirkenden Kräfte muss überall 
senkrecht zur Tangente der gesuchten Gleichgewichtslinie sein. Hier- 
aus folgt (man vergleiche, wenn nöthig, Thl. I, § 32), dass Letz^ 
tere die Differentialgleichung 




1) 



dx 



— w^x = 



hat. 
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Integration von Nr. 1 giebt: 

2) a;»=^(y + c), 

wobei c eine willkürliclie Constante bezeichnet. 

Die Bahn muss also nach einer gemeinen Parabel ge- 
krümmt sein; deren Halbparameter gleich — ist^ deren Achse mit 

der Drehachse IT zusammenfallt und deren Scheitel um die be- 
liebige Strecke c von absteht. 

Wurde vorgeschrieben, dass die gesuchte Gleichgewichtslinie 
durch den Punkt gehe, dessen Coordinaten a und h sind, so lautet, 
ans nahe liegendem Grunde, die Parabelgleichung : 

3) a;»-a« = |f(y-6). 

Der Scheitel hat also dann von den Abstand —^ b. 

2flf 

II. In naher Beziehung zu dem unter I Vorhergehenden steht, 
dass die Niveau flächen homogener rotirender Flüs- 
sigkeiten Umdrehungsparaboloide sind. Näheres hierüber im 
§ 40 unter A. Femer : W ü 1 1 n e r , Experimentalphysik , Bd. 1, 
S. 287 — 289 der 4. Auflage. — Neumann, theoretische Physik, 
S. 119 und 120. 

B. 

Es möge femer vorausgesetzt werden, dass der mit der Masse 1 
versehene Punkt P (Fig. 61) im Sinne der positiven x einer Kraft ü 
unterliege , welche dem Abstände von OY proportional 
ist und für die Einheit desselben den positiven, constanten Werth 
A bat, femer im Sinne der positiven y einer Kraft Vy die pro- 
portional der Entfernung von OX. derartig wächst, dass 
ihr für die Einheit der letzteren der constante, positive Betrag B 
zukommt. 

Man soll, wie vorher, die Gleichung, Art und Lage derjenigen 
starren Bahn L M berechnen, auf welcher P unter der Einwirkung 
jener beiden Kräfte überall im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Aus der Bedingung, dass die Resultante senkrecht 
zur Tangente sein muss, folgt die Nothwendigkeit des Erfülltseins 
i^X DiSerentialgleichung 
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4) Ax + By^^O. 

Ihre Integration liefert^ wenn mit C eine beliebige Constante 
bezeichnet wird, 

5) Ax^ + By^ = a 

Die gesuchte Gleichgewichtslinie Zfjlf ist also eine Ellipse, 
deren Ächsenrichtungen mit X und Y zusammenfallen. Die 
Halbachsenlängen a und b verhalten sich umgekehrt wie die 
Quadratwurzeln aus den vorgeschriebenen Grössen Ä und By sind 
aber sonst willkürlich (so dass unendlich viele Ellipsen den 
gestellten Anforderungen genügen). 

Anmerkung. Es ist sehr leicht, die Richtigkeit 
der unter a — y folgenden Sätze nachzuweisen: 

a) Soll die Bahn die besondere Bedingung er- 
füllen, durch denjenigen Punkt zu gehen, welcher 
die Coordinaten x = m und y = n hat, so kommen 
den Halbachsen die Längen 

6) a=\/J^±I^, 

und 



7) fe = j/ 



Am^ + Bn'^ 



B 

zu. 

ß) Der Normaldruck, welchen (im allgemeinen 
Falle) LM erleidet, hat den Werth 

8) N=\/BG + AU-'B)x^ 

(dessen grösste und kleinste Beträge man sogleich 
erkennt). 

y) Für B =^ A ist dieser Druck unveränderlich, 
nämlich 

9) N=}/AC. 

C. 
Endlich soll angenommen werden, dass die den Punkt P im 
Sinne der positiven Abscissen beeinflussende Kraft U dem Abstände 
von Y , also dem Xj umgekehrt proportional sei und 
dass die im Sinne der positiven Ordinaten wirkende Ejraft V 
ebenso abhänge von dem y. Für die Einheit der Abstände 
mögen beide die Intensität K haben« 
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Gleichung, Art und Lage derjenigen starren Curve^ auf wel- 
cher P dann überall im Gleichgewichte ist^ sollen wieder er- 
mittelt, werden. 

Lösung. Auf dem unter A benutzten Wege ergiebt sich 

10) 1 + 1^ = 

' X ^ y dx 

als Differentialgleichung der gesuchten Gleichgewichtslinie. 
Durch Integration folgt hieraus: 

11) xy = c^, 

wobei o' eine willkürliche Constante bedeutet. 

Nr. 11 lehrt ^ dass die aufzufindende Bahn eine gleich- 
seitige Hyperbel ist, deren Asymptoten mit den Achsen des 
Coordinatensystems zusammenfallen und deren Halbachsenlänge be- 
liebig genommen werden darf. 

Anmerkung. Auch hier möge empfohlen sein, 
das unter a und ß Folgende abzuleiten : 

a) Wurde vorgeschrieben, dass die Bahn durch einen 
besonderen Punkt , welcher die Coordinaten m 
und n hat; gehe, so ist 

12) a = )/2mn 

die Halbachsenlänge. 

ß) Der voll der Führung auszuhaltende Normaldruck 
N hängt nach der Gleichung 

13) N=^V^^Ty'^§r 

von den Coordinaten der betreffenden Stelle, bezüg- 
lich von ihrem Leitstrahl r, ab. Den kleinsten 

Werth, nänüich JST, hat jener Druck im 

c 

Scheitel der Hyperbel. 



§ 37. Geschwindigkeiten, verursacht dnrch Anziehungen. 

A. 

Die Beziehungen, welche bei der geradlinigenBewegung 
eines Punktes P, von der Masse 1, zwischen der Geschwindig- 
keit Vf dem zurückgelegten W e g e Sy der verflossenen Zeit 
t und der beschleunigenden Kraft p bestehen, lauten be- 
kanntlich : 



Differentialgleichmigeii erster Ordnung. 173 





äs 


'V 


dt 


JP — 


dv 


dt 


p = 


d^s 


dt^ 




vdv 



1) 



2) 
3) 



*) — ds • 

Es wurden diese „G.r un d formein der geradlinigen 
Bewegung'* im § 12 des ersten Theiles dieses Werkes ab- 
geleitet und dann mittelst derselben (im § 15) die entsprechenden 
Formeln für die krummlinige Bewegung eines materiellen 
Punktes gewonnen. Im Nachfolgenden sollen jene Formeln (der 
§§ 12 und 15 des I. Theiles) als bekannt vorausgesetzt werden. 

Zunächst mögen, unter B — E, einige Aufgaben zur Behand- 
lung gelangen , bei denen nur die Berechnung von Geschwin- 
digkeiten gefordert ist. Die §§51 — 61 werden Erweiterungen 
darbieten. 

Die im § 20 unter B genannte Gerade AB (Fig. 26 auf 
S. 81) soll den Punkt P in der dort festgesetzten Weise, also 
nach dem Newton'schen Gesetze, anziehen. Es möge dabei 
jener Punkt frei beweglich sein, nur jener Anziehung unter- 
liegen und sich zu der Zeit Null in dem Abstände a (von B) in 
Ruhe befunden haben. Dann wird er zu der Zeit t noch um eine 
Strecke, die wir y nennen, von B abstehen und eine gewisse Ge- 
schwindigkeit V haben, die offenbar von a, 6, y^ hj q und s 
abhängen muss. 

Es soll diese Geschwindigkeit berechnet werden, ausgedrückt 
durch die letztgenannten Grössen (welche selbstverständlich die in 
dem § 20 unter B genannte Bedeutung haben). 

Man soll ferner diejenige Geschwindigkeit Vi herleiten, mit 
weicher P die Halbirungsstelle des anfanglichen Abstandes a durchr 
läuft j endlich auch die, v^, mit der er in B eintrifft. 

Lösung. Die Anziehung, welche die Gerade AB auf den 
Punkt P ausübt, wenn letzterer um y von B absteht^ hat (gemäss 
§ 20, Gleichung 7) den Werth 
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5^ Y— ^^ 

\ yWTVr 

wobei 

6) m = 6 2 € 

ist. Nr. 5 bildet in dem vorliegenden Falle die bescbleunigende 
Kraft. 

Andererseits hat man für Letztere allgemein (laut 4 und wegen 
==a — s): 

^^ ^ — W 

Das giebt 

Qv vdv hm 

b) — 



dy y(h-^y) 

als Differentialgleichung der Bewegung. 
Hieraus folgt zunächst: 

2 J y{i-{-y) 

Ferner^ durch Spaltung in Partialbrüche, 

9) — _ t;a = ? -^ ^ Const. 

^ 2 6 o+y 

Wird nun noch die Bedingung, dass v gleich Null sein muss, 
wenn y gleich a ist, eingeführt, so ergiebt sich: 



10) ,:=l/2Jcqel^^±^. 



Die Geschwindigkeit, mit welcher P die Halbinmgsstelle des 
anfänglichen AbstandeB durchläuft, hat hiemach den Werth 

' a+ 6 

diejenige, mit der er in "B anlangt, ist unendlich gross. 

C. 

Der frei bewegliche Punkt P (von der Masse 1) möge sich 
zu der Zeit Null im Abstände c senkrecht über dem Centrum G 
einer materiellen Kreisfläche, welche den Halbmesser a, die 
Dicke 8 und die Dichtigkeit € hat, in Ruhe befinden. Es soll nur 
die Anziehung dieser Fläche auf jenen Punkt wirken und zwar 
nach dem Newton'schen Gesetze. 
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Man verlangt; dass unter Benutzung des § 34 die Berechnung 
derjenigen Geschwindigkeit v erfolge, welche der Punkt P erworben 
hat, wenn er, durch jene Anziehung in Bewegung gebracht^ sich 
dem Centrum. G bis auf die Entfernung y näherte. 

Lösung. Im Abstände y wird P mit einer durch die 
Gleichung 3 des § 34 bestimmten Stärke angezogen. Das giebt, 
gemäss Nr. 7, 

12) -^^ = 2^Ue(l-—l=) 

als Differentialgleichung der stattfindenden Bewegung. Setzt man, 
zur Abkürzung, 

13) ^7tld8 = KS 

integrirt und berücksichtigt, dass v gleich Null sein muss, wenn y 
gleich c ist, so folgt 

14) v = K ViVa^ + y^ — y) — (/ä«+"c^ — c). 

Wird mit s der zurückgelegte Weg (von der Ruhelage aus 
gezählt) bezeichnet, femer mit u der (veränderliche) Abstand des 
sich bewegenden Punktes vom Kreisumfange, endlich mit h der ur- 
sprüngliche Werth jenes Abstandes, so nimmt der unter 14 genannte 
Betrag der gesuchten Geschwindigkeit die einfache Form 

15) v = K Vs-\'U — b 
an. 

D. 

Es soll femer angenommen werden, dass der Punkt P (Masse 1) 
gleichzeitig einer Anziehung und einem Mittelwiderstande 
unterliege. Ersterer möge proportional sein dem Abstände x von 
einem festen Centrum C und dabei für die Einheit von x gleich a 
(was z. B. bei Schwingungen*) elastischer Körper 
vorkommt ; ferner bei Bewegungen in centralenKugelbohr- 
n n g e n , etwa in Erdschächten, wenn das Newton'sche 
Gesetz gilt)**). Von dem Widerstände soll vorausgesetzt werden, 
dass er dem Quadrate der Geschwindigkeit v proportional sei und 
für i; = 1 die Intensität ß habe. Anfanglich möge sich P in dem 
Abstände c von G in Ruhe befunden haben. 



*) § 53. 
**) § 34, Gleichung 44. 
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Man soll die Geschwindigkeit v berechnen, ausgedrückt durch 
CS, ß und X. 

Lösung. Die Differentialgleichung der Bewegung lautet: 

16) -— = ax — ßv^, 

' dx ^ 

hat also die Form 

") £-^»+^=»- 

_ t 

Ihre Integration*) giebt: 

18) v—jy^l^—^^ ^5^^f, 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, 

19) v = ^y ^a{{%ßx^V) — {:lßc-\-V)e'^^'-'>) . 

Dabei bezeichnet e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen 
und es ist gehörig in Rechnung gezogen, dass v zu Null werden 
muss, wenn x gleich c wird. 

Für ß=zO, also beim Verschwinden des Mittel Widerstandes, 

giebt Nr. 18 : 

20) V = Va (c^ — x^). 

Näheres hierüber im § 52 des ersten Theiles dieses Werkes. 

E. 
Endlich möge die Aufgabe gestellt sein, die Bahngeschwin- 
digkeit einer Centralbewegung zu berechnen und zwar 

unter folgenden Voraussetzungen : Der 
fjo. 62, I Punkt P (Masse 1) wird von dem festen 

Centrum (Fig. 62) proportional 
der w**° Potenz der Entfernung 
P, welche r heissen möge, derartig an- 
V gezogen, dass für r = 1 diese Anziehung 
gleich Tc ist. In dem Abstände OA == a 
hat P, in der Richtung der Bahntangente, 
die Geschwindigkeit c. Verlangt wird (ausgedrückt durch a, c, Je, 
n und r) diejenige im Sinne der Bahnrichtung vorliegende Ge- 
schwindigkeit v, welche in dem allgemeinen Abstände OP herrscht. 

P^ll M . .■■■■■ ■ ■■ ■■ ■ 

*) Mansche, wennnöthig: Schlömilch, Compendium der höheren 
Analysis, Bd. 1, § 105 der 5. Auflage. 
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Auch soll das Ergebniss auf den besonderen Fall des N e w - 
ton'schen Gesetzes, also auf den der Planetenbeweg- 
ung, angewendet werden. 

Lösung. Es wirkt in der Eicbtung PO die beschleunigende 
Kraft 

21) R = hr\ 

Nimmt man 0?7 als positive Seite der X-Achse eines recht- 
winkligen Coordinatensystems^ dessen positive !F-Achse von aus 
nach oben liegen möge, so ist 

22) X= — Äiur«-^ 

die beschleunigende Kraft im Sinne der positiven x; femer 

23) r= — Jfcyr"-! 
diejenige im Sinne der positiven y. 

Bezeichnet man also mit Vx und Vy die im Sinne jener Achsen 
herrschenden Geschwindigkeiten, ferner mit t die verflossene Zeit, 
so lauten die Differentialgleichungen der Bewegung, gemäss Th. I, 
§ 15, Nr. 9 und 10; 

24) ^=^jcxf—^ 

dt 

und 

25) ^ = _j,yr«-K 

Werden nun die Beziehungen 

26) v^ = vl + v?„ also „_ = «,_ + «,—, 

(Nr. 3 und 20 des obigen § 15) und 

27) r^ = x^-{-y^, daher rdr = xdx-]-ydy 

für Nr. 24 und 25 gehörig benutzt, so geben die beiden letzt- 
genannten Differentialgleichungen die neue : 

28) vdv='-]cr^dr.*) 

Bei der Integration sind die Fälle : n^ — 1 und w = — 1 
zu unterscheiden. 

Für n^ — 1 ergiebt sich, wenn gehörig beachtet wird, dass 
v = c sein muss, falls r = a ist : 



*) Hinsichtlich anderer Herleitung dieser Gleichung Nr. 28 sehe 
man: Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, Theil IT, 
Fußsnote auf S. 74 der 2. Auflage. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Thl. II. 12 
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29) v = y c^ + ^;^^ (a"+i — r»+i) ; 



2* 
w + 1 
hingegen erhält man für w = — 1 : 



30) v = l/c^ + 2Jcl~ 

f Y 

Erfolgt die Anziehung nach dem Newton'schenGesetze, 
so hat die Geschwindigkeit den Werth 



31) , = |/o«_2*(i— L). 



§ 38. Elastische Nacliwirkuiig. 

A. 

Die Veränderungen, welche ein Körper zufolge seiner Elasti- 
cität erleidet, wenn äussere Kräfte auf ihn wirken, oder zu wirken 
aufhören, treten nicht augenblicklich ein. Dehnt man z. B. 
einen Seidenfaden durch Anbringung eines Gewichtes, so folgen, 
bei fortdauernder Wirkung des letzteren, der sogleich sich zeigenden 
Verlängerung noch viele Stunden lang weitere Längenzunahmen. 
Oder dreht man einen Draht und lässt dann diese Drehung auf- 
hören , so kehrt er nicht sogleich in seine frühere Gleichgewichts- 
lage zurück, behält vielmehr eine nur langsam sich verlierende 
Torsion bei. 

Nach F. Kohlrausch*) hängt die Geschwindigkeit v, mit 
welcher ein Molekül des Körpers sich der durch die wirkenden 
Kräfte bedingten neuen Gleichgewichtslage nähert, ab 

a) von derjenigen Zeit ^, welche seit dem Beginn des Wirkens 
jener Kräfte verstrich, 

b) von dem Abstände x^ den das Molekül von der Gleich- 
gewichtslage hat; 

und zwar ist jene Geschwindigkeit letzterem Abstände direct pro- 
portional , der w*®° Potenz der Zeit hingegen umgekehrt proportio- 
nal ; also 

1) v = a 



wobei a und n positive constante Grössen bezeichnen. 
Da aber bekanntlich (siehe Theil I, § 12, Nr. 3): 

dx 



2) v = - 



dt 



^) Annalen der Physik u. Chemie, Band 128, S. 9 und 418. 
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ist, so wird die elastische Nachwirkung durch die Differentialgleichung: 

ov dx X 

3) -=-r- = — a 



dt P 

ausgedrückt. 

Man soll nun, von Nr. 3 ausgehend, den Abstand x^ welchen 
das Molekül zu der Zeit t von der Gleichgewichtslage hat, berechnen 
und zwar 

I. für den Fall, dass n kleiner als 1, 
II. für den, dass es gleich 1 ist. 

Die Constante der Integration möge in beiden Fällen ableitbar 
sein aus dem Umstände, dass der für die Zeit ^ vorliegende Ab- 
stand Xi irgendwie bekannt oder messbar sei. Man hat also im 
ersten Falle den gesuchten Abstand x auszudrücken durch t, x^ 
tij a und n, im zweiten durch t, Xi, ti und a. 

Lösung. Für n <^1 giebt die Gleichung Nr. 3 : 

4) x = Xie , 

wobei e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet und 
die Integrationsconstante in der vorher angegebenen Weise bestimmt 
worden ist. 

Setzt man, zur Abkürzung, 

5) 1-^ = «^ 



1 — w 



« 1—1» 



6) Xie =h, 

7) 1 — w = m, 
so nimmt Nr. 4 die einfache Form 

m 

8) a; = 6e-«' 
an. 

Für w = 1 geht die Differentialgleichung 3 über in 

mithin giebt die Integration: 

10) x=x^ {^y, 

oder 

11) xt^ = Xit^. 



*) Man vergleiche § 42; besonders die Gleichung Nr. 1 desselben. 

12* 
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Wird das constante Produkt 
i2) Xifl = c 

gesetzt, so hat man 

13) x = ct-'', 
oder 

14) a: <« = c. 

Nr. 8 und 13 bieten die Ergebnisse in der einfachsten Form. 

B. 

Erst für t = co liefern die letztgenannten Gleichungen 

15) x = 0. 

Es ist also , nach der obigen Theorie , für eine endliche 
Zeit stets ein Abstand von der Gleichgewichtslage vorhanden, 
wenn auch , für sehr grosse Werthe von t ein sehr kleiner. 
Dies stimmt mit den Versuchen gut überein. 

Näheres über die sehr interessante elastische Nachwirkung (ins- 
besondere über die aus den Beobachtungen entnehmbaren Coeffi- 
cienten der Gleichungen 8 und 13) : 1) Annalen der Physik 
und Chemie, Bd. 128, S. 1—20, 207—227, 399—419. (Ab- 
handlung von F. Kohlrausch.) — 2)Wüllner, Experimental- 
physik, Bd. 1, § 54 der 4. Auflage (wo man auch weitere Lite- 
raturangaben findet). 



§ 39. Luftdruck. Barometrisclies Höhenmessen. 



Fy.ea. 



D 



c 



msmmm. 



ä? 



_t-. 
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Ä 



I 
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^ 



O, 
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A. 
Für eine über der Grundfläche 
A Ai (Fig. 63) stehende Luftsäule sei 
der durch das Gewicht der Luft in 
irgend einer Horizontalschicht BIB^ auf 
die Flächeneinheit erzeugte Druck, 
welcher p^ heissen soll, bekannt. 

Es möge jene Stelle B JB^ in der 
Tiefe Zq unter D D^, von wo aus die 
Tiefen gezählt werden, liegen. Man soll 

I. den Druck, p, berechnen, wel- 
cher in der Höhe x über SB^ 
also bei C Q , für die Flächen- 
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einheit vorliegt , soll mithin p als Function von x her- 
leiten. Dabei möge angenommen werden, dass die Tem- 
peratur der Luftsäule überall dieselbe sei, 
bezüglich der Dichtigkeit das Mariotte'sche Gesetz 
herrsche , und der Druck p nur von der Schwere der 
Luft erzeugt werde. Endlich möge, unter Festhaltung 
dieser Annahmen, 

II. gezeigt werden, wie sich das Ergebniss für das baro- 
metrische Höhenmessen benutzen lässt, wie näm- 
lich die Höhe x aus den bei SS^ und GCi beobachteten 
Barometerständen, bo und b^, abgeleitet werden kann. 

Lösung. I. Wächst die Tiefe ^, in welcher CCi unter 
DDi liegt, um d0, so nimmt p um dp zu; also ist dp gleich 
dem Gewichte derjenigen (unendlich kleinen) Luftsäule, welche die 
Höhe dz und die Grundfläche 1 hat; daher 

1) dp = ydg!f 

wobei y das Gewicht der Volumeneinheit bedeutet (und innerhalb 
d0 als unveränderlich anzusehen ist). 

Nach dem Mariotte' sehen Gesetze (Theil I, § 25) ist aber 
bekanntlich das Volumen der Luft umgekehrt proportional dem 
Drucke, also das Gewicht der Volumeneinheit dem Drucke direct 
proportional, daher: 

2) y = *jp , 

wobei Je einen Erfahrungscoefficienten (constante Zahl) bedeutet. 

Aus Nr. 1 und 2 folgt, wenn man integrirt und gehörig be- 
achtet, dass p gleich Pq sein muss, wenn gleich 0q ist, 

3) 2? = |)oe-*^, 

wobei e, wie immer, die Grundzahl der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. 

Es nehmen, laut Nr. 3, die Luftdrücke nach einer 
geometrischen Reihe ab, wenn die Höhen nach 
einer arithmetischen Beihe wachsen*); für 

X=Oy 1, 2, 3, 



ist 



P=Poy Poe-'', Poe-^\ Poer-^^ 



*) H all ey' scher Satz, 
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II. Aus Nr. 3 folgt: 

4) ^ = 1^-5 
oder, wenn K eine neue Constante bedeutet, 

5) a; = Zlog^.*) 

P 

Da aber die Luftdrücke p^ und p sich wie die zugehörigen 
Barometerstände j^o ^^^ ^ verhalten, so ergiebt sich : 

6) a; = Zlog^ = 2r (log 6o — logt). 

Der Höhenunterschied (x) zweier Beobach- 
tungsorte (CCi und j? S^ ist also proportional dem 
Logarithmus des Verhältnisses der (gleichzeitigen) 
Barometerstände; 

B. 

Das Vorstehende bildet die Grundlage der Theorie des 
barometrischen Höhenmessens. Doch kommt für Letzteres, ausser 
der Ermittelung des Coefficienten Kj noch manches Andere in Be- 
tracht, nämlich die Berücksichtigung der Temperatur der Luft 
und des Quecksilbers , die Veränderlichkeit der Schwere, die 
Centrifugalkraft, also die geographische Breite, u.s.w. 

Es fallen demgemäss die wirklich zur Anwendung kom- 
menden „Barometerformeln" etwas verwickelt aus. Näheres 
hierüber: 1) Bauernfeind, Vermessungskunde, Bd. 1, § 373 — 
378 der 3. Aufl. (Ferner die im „Literaturverzeichnisse" genannte, 
1862 erschienene, Schrift desselben Verfassers.) — 2) Günther, 
Geophysik, Bd. 2, S. 105 — 110 (§ 4), wo auch sehr ausführliche 
Angaben bezüglich der Geschichte und Literatur des barometrischen 
Höhenmessens. — 3) Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, 
Bd. 1, § 151 der 2. Auflage. — 4) Kohlrausch, praktische 
Physik; S. 64-67 (§ 21) der 6. Auflage. — 5) Rühlmann, 
die barometrischen Höhenmessungen ; 1870. (Enthält, neben vielen 
sehr werth vollen grundlegenden Untersuchungen, eine Zusammen- 
stellung von 23 Barometerformeln und 139 dieselben betreffenden 



*) Mit l sind hier (und im Folgenden) die natürlichen, mit log 
die künstlichen (gemeinen) Logarithmen bezeichnet. 
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Arbeiten, reichend von 1658 (Pascal) bis 1870.) — 6) Wolf, 
Handbuch der Mathematik; Bd. 1, § 275. 

Für die Halley'sche Barometer formel (Gl. 6) ist 
die Constante K = 18 400 (abgerundet), wenn x in Metern aus- 
gedrückt wird. Man unterlasse nicht , ein Zahlenbeispiel 
durchzuführen , etwa annehmend , dass die Barometerstände 764, 
bezüglich 718 Millimeter gewesen seien, 

§ 40. Druck in Flüssigkeiten bei Drehung um eine senkrechte Achse. 

Niveauflächen hierbei. 

Es sei Q der allgemeine Punkt einer homogenen Flüssigkeits- 
masse. Seine auf ein rechtwinkliges System bezogenen Coordinaten 
mögen x, y und ^ heissen. 

Femer soll p den für die Flächeneinheit geltenden Druck 
bezeichnen, welcher an der Stelle Q in der Flüssigkeitsmasse herrscht. 

Dann ist^ was aus der Physik oder Mechanik als bekannt 
vorausgesetzt werden möge, der Druck 

1) p = ^f{Xdx+Ydy-\-Zdz)y 

wobei X, Y und Z die nach den positiven Achsenrichtungen thätigen 
Componenten derjenigen beschleunigenden Kraft sind, welche auf 
den Punkt Q wirkt, y das Gewicht der Volumeneinheit der Flüssig- 
keit bezeichnet und g die Beschleunigung der Schwere. 

Ferner kommt dann den Niveauflächen — also den- 
jenigen Flächen, für welche die resultirende Kraft überall senkrecht 
zum Flächenelemente stellt und der Druck in allen Punkten der- 
selbe ist — die Differentialgleichung 

2) 'KäX'^Ydy-\-Zdz = Q 

zu. *) 

Es sollen nun die Gleichungen 1 und 2 auf eine Flüssig- 
keitsmasse angewendet werden, die sich, unter dem gewöhnlichen 
Atmosphärendrucke 2?o > ^^ einem kreiscylindrischen Gefösse (vom 



*) Bezüglich der Ableitung von Nr. 1 und 2 sehe man, wenn 
nöthig: Duhamel, analyt. Mechanik, Bd. 2, S. 182—185. — Neumann, 
theoret. Physik, S. 129—130. — Weisbach, theoret. Mechanik, S. 852— 
854 der 5. Auflage. 



Ig4 Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Durchmesser 2 a) befindet, welches mit der unveränderlichen Winkel- 
geschwindigkeit w um die feste senkrecht stehende Achse MN 
(Fig. 14 auf Seite 50) sich dreht. Bekannt möge sein, dass die 
Flüssigkeit ehe die Drehung begann in der Höhe DjE[=h über 
dem Boden ÄD des Gefasses stand. 

Man soll berechnen: 

I. Gleichung, Art und Lage der Niveauflächen; erstere, 
bezogen auf ein günstig gewähltes Coordinatensjstem , in 
der Form 

II. Dasselbe für die freie Oberfläche; 

m. den in der Flüssigkeit herrschenden Druck p und zwar 
a) als Function von x, y und jgf, 
ß) als solche von r und 0, wobei r den senkrechten 

Abstand des allgemeinen Punktes von der Drehachse 

bezeichnet. 

Lösung. I. Wir nehmen den Punkt M (Fig. 14) als 
Coordinatenanfang , wählen MD zur Richtung der positiven x, 
MN zu der der positiven 0, denken uns also die positive Z^ Achse 
senkrecht zu DMN durch M gehend. 

Dann ist, weil Centrifugalkraft und Schwere wirken, 

3) X = w^x, 

4) Y=w^y, 

5) Z=^g. 

Die Gleichung 2 lautet also : 

6) w^x dx + ^^y dy — gd2 = 0. 

Auf der linken Seite steht ein vollständiges Diffe- 
rential. Integrirt man, so ergiebt sich : 

oder, was Dasselbe ist, 

8) ^=f-gi-c'+y')+c, 

wobei C die Integrationsconstante bezeichnet. 

Nr. 7 und 8 sprechen aus, dass die Niveauflächen Um- 
drehungsparaboloide sind , deren Rotationsachse n^it der 
J?- Achse zusammenfallt. 



7) ^^ + y^ = Ti(^-C) 
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Die Gleichung des in der XjZ^- Ebene liegenden 
Meridians jeder solchen Fläche lautet: 

Für a? = giebt das 

10) z = C; 

es liegt also der Scheitel des betreffenden Meridians in der Höhe 
über M. 

IL Um die Gleichung der freien Oberfläche zu er- 
halten, müssen wir für letztere die Constante C bestimmen, brauchen 
also drei zusammengehörige Werthe der drei Veränderlichen x, y 
und 8. Diese lassen sich bezüglich des Punktes F angeben ; für 
ihn ist nämlich 

11) x = aj t^ = Oj z = hi. 

Letzteres kennt man laut § 15, Nr. 6, welcher Gleichung 
zufolge das paraboloidisch geformte Wasservolumen den Werth 

12) r=7ta*^^^ 

hat, wobei Jiq die Strecke MS bezeichnet. Für den Ruhezustand 
gilt andererseits: 

13) r=7van; 
daher folgt aus 12 und 13 : 

14) Äi = 2Ä — Äo. 

Das hierin noch unbekannte ho ergiebt sich, wenn man Nr. 10 
auf den Vertikalschnitt ESF der freien Oberfläche anwendet; für 
ihn geht die genannte Gleichung über in: 

15) K = C; 

mithin ist 

16) Äi = 2 Ä — a 

Führt man nun die in 11 und 16 stehenden Werthe ein in 
Nr. 7, so ergiebt sich : 



17) C = k- ^^ 

Hiermit geht 7 über in 

18) .. + ,. = ^(._»+2iH!), 

o4er 
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womit die Gleichung der freien Ober fläche der Flüssig- 
keit abgeleitet ist. 

Der in der XZ- Ebene liegende Meridian dieser Fläche 
hat die Gleichung: 

20) a>* = J(.-h + -^y 

Für x = giebt das : 

also 



21) Äo = Ä - 



a^w* 



4? 

Diese Scheitelhöhe %o ist nur so lange positiv und von Null 
verschieden^ als 

22) ^ < A, 
daher 

23) w<^^VWh- 

Mit Einführung der Umfangsgeschwindigkeit 

24) v = aw 
des Gefasses lässt sich das in der Form 



25) . v<CV4:9h 

geben, was eine sehr einfache Beziehung zum freien Falle 
hat. Für 

26) V = Vigh 

wird Äo zu Null ; für noch grössere v wird es negativ. *) 

III. Für den in der Flüssigkeit an dem Punkte xy ^ herr- 
schenden Druck jp hat man, laut Nr. 1, 3, 4 und 5: 

27) p = -^ I (w*xdx + ^^y dy — g dz). 



*) Dies benutzt die Technik bei der Herstellung hohler Umdrehungs- 
körper durch „Centrifugalgu SS*. (Weisbach, theoretische Mechanik, 
S. 858 der 5, Auflage.) 
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Es ist also 

28) i> = ^\^* + y *) - y ^ 4- Const. 

Um die Constante zu bestimmen, wenden wir die Gleichung 28 
auf den Scheitel /S an ; für diesen ist 

29) p = pq^ x = 0, y = 0, = ho = C, 
wobei man C laut Nr. 17 kennt. 

Durch Einfuhrung von 29 geht 28 über in : 

30) ^o = — yC+Const. 
Aus 28 und 30 aber folgt: 

womit III" Erledigung gefunden hat. 

Wegen x^ -{-y^ = r^ ist Nr, 31 so viel wie 

32) i' = y{|Jr*+C-;sr}+lJo, 

was das unter III'^ Verlangte enthält. 

Den grössten Werth hat , gemäss Nr. 32, der Druck jo 
da, wo r am grössten ist und am kleinsten; also am Um- 
fange der Boden fläche des Gefässes. Für diese Stellen 
giebt die Gleichung 32 : 



33) P = r[^-^C^ + Po, 

oder, wenn Nr. 17 benutzt wird, 

34) p = yhi-{'Po, 
was leicht in Worte gefasst werden kann. 

B. 
Nahe verwandt Demjenigen, was unter A behandelt wurde, 
ist die Aufgabe : Die Gestalt der Erde unter der Voraus- 
setzung zu berechnen, dass eine zum grössten Theile feste Kugel 
vorhanden sei, welche mit einer Flüssigkeit von verhältnissmässig 
geringer Tiefe bedeckt ist ; ferner die Aufgabe : der Atmosphäre 
Gestalt, ebenfalls unter bestimmten einschränkenden Voraus- 
setzungen, zu ermitteln. Es handelt sich bei der Lösung dieser 
Aufgaben wieder um Anwendung der Gleichungen 1 und 2. Man 
sehe darüber: Neumann^ theoretisch^ Physik, §. J20 — 12^ 

mi S. X68-171, 
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§ 4L Aufgaben aus der Optik. 

A. 

Auf eine kruname Linie MN (Fig. 64) fallen von einem 
festen Punkte 0, welcher in der Ebene jener Curve liegt, Licht- 
strahlen. Sie werden von der wie ein Spiegel wirkenden Linie 
nach dem bekannten Gesetze der Optik zurückgeworfen. 



Hg. 64. 




Man berechne, welcher Art die Curve MN sein muss, wenn 
die refiectirten Strahlen alle parallel einer vorgeschriebe- 
nen Richtung It laufen sollen. 

Lösung. Wir nehmen als Ursprung des zu benutzenden 
rechtwinkligen Coordinatensystems, OJJ als Richtung der positiven 
Abscissen und legen die positive I^-Achse nach oben. Femer be- 
zeichnen wir , wie üblich , den Winkel ROP, welcher von dem 
Leitstrahl OP des allgemeinen Curvenpunktes P und von der 
positiven Abscissenachse gebildet wird, mit d ; endlich den, welchen 
die Tangente TP mit letztgenannter Achse einschliesst, durch t. 

Es besteht dann, weil der zurückgeworfene Strahl P Q parallel 
zu OÜ sein soll, die (der Fig. 64 leicht entnehmbare) Beziehung 



1) 



Sie liefert: 



tanö = 



2 tanT 



1 — tan*ir 



X 



2^' 



mithin 

^^ x~~l — y'^ 

{kls Differentialgleichung der gesuchten Linie MN, 
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Benutzt man für diese homogene Gleichung die Substitution 
3) y-^t, 

so ist einerseits 

2»' 



andererseits, aus Nr. 3 durch Differentiation folgend, 
KN dx dt 

Werden nun die aus 4 sich ergebenden Werthe von dt und 
y — t in 5 eingeführt, so erhält man die Differentialgleichung 

6) ^ = -2 ^^ 



X y (1 — y«) ' 

in welcher die Veränderliclieu x und 1/ getrennt sind. 

Durch Integration folgt aus Nr. 6 : 
_ X _ 1 — y» 

^ c~ y'» ' 

wobei c eine willkürliche Constante bezeichnet. 

Wird i/ aus 2 und 7 eliminirt, so ergiebt sich als Gleichung 
der gesuchten krummen Linie MN: 

8) y^ = 4:c{x-{-c). 

Das lehrt Folgendes: Die für die zurückgeworfenen Licht- 
strahlen gestellte Bedingung wird erfüllt durch jede gemeine 
Parabel, deren Brennpunkt mit dem leuchtenden Punkte und 
deren Achse mit der vorgeschriebenen Richtung OR zusammen- 
fällt. Es genügt der Aufgabe also eine Sc haar von con- 
focalen Parabeln. Oder , anders ausgedrückt : Alle Licht- 
strahlen, welche auf einen nach einem Botationsparaboloide 
geschliffenen Spiegel parallel zur Achse desselben fallen, werden 
im Brennpunkte vereint. 

B. 
Wenn von dem Punkte (Fig. 65) auf die ebene Curve 
MN Lichtstrahlen fallen, so hängt die Stärke A derjenigen Be- 
leuchtung , die das an der Stelle P liegende Element empfangt, 
bekanntlich ab von der Intensität der Lichtquelle, von der Ent- 
fernung P und von dem Winkel, welchen P mit der Tangente 
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TT bildet. Wird Letzterer mit q> bezeichnet und OT mit r, so 
hat man : 

^ . 2 TcBmq) 

r 

wobei Tc die Lichtstärke ist, welche im Abstände 1 herrscht, falls 
die Strahlen senkrecht auftrefien. 

Es soll berechnet werden, welcher Art die krumme Linie MN 
sein muss, wenn man für alle Elemente derselben gleiche Be- 
leuchtungsstärke c baben will , nämlich diejenige , welche 
dem bei A befindlichen Elemente zukommt. Letzteres möge in dem 
Abstände 0^ = ro derartig liegen, dass die Strahlen senkrecht 
auftrefien. 




Lösung. Die Curve MN muss der Bedingung 

2) k^^^ 

genügen. 

Das thut zunächst der um mit dem Halbmesser Tq beschrie- 
bene Kreis, weil für ihn r und q) constant sind. 

Da ferner 

3) sin q> = 



ist, wenn r den Differentialquotienten -j^ bezeichnet und die 

Anomalie ^OP, so genügt der obigen Bedingung auch diejenige 
krumme Linie MN, welche die Differentialgleichung 

4) ^ ^^^ 

oder 
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m- 



c^ r^ 



hat. 



Aus Nr. B folgt durch Integration : 

6) r2= — cos2ö, 

^ c 

wenn die in der Aufgabe bezüglich des bei A liegenden Curven- 
elementes gemachten Angaben gehörige Benutzung finden. 

Die Gleichung 6 lehrt^ dass die gestellte Bedingung des gleich 
starken Beleuchtetseins aller Linienelemente auch bei einer Lem- 
n i s c a t e (Fusspunktcurve der gleichseitigen Hyperbel) erftillt ist, 
nämlich bei derjenigen, deren Halbachse mit OA zusammenfällt. 

§ 42. Die polytropische Gurve der Gase. 

Wenn die einem Gase zugeführte oder entzogene Wärme- 
menge d er Temperaturänderung direct proportio- 
nal ist, so kommt der Druckcurve die Differentialgleichung 

1) -^ + w — = 

p ^ V 

zu.*) Dabei bedeutet p den Druck, v das Volumen (der Gewichts- 
einheit) und n eine Constante, welche von den für constanten 
Druck und für constantes Volumen vorhandenen specifischen Wärmen 
Cp und Cv abhängt nach der Gleichung 

2) n = , 

in welcher c eine beliebige, positive oder negative, ganze oder ge- 
brochene Zahl bezeichnet.**) 

Es soll die Gleichung jener Drucklinie, der polytropischen 
C u r V e , aus Nr. 1 durch Integration abgeleitet werden, wobei für 
den Anfangszustand die Werthe p^ und v^ als bekannt gelten mögen. 

Lösung. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich, wie im § 38: 

3) pti^ = Gj C=p^ifl. 

Anmerkung. Man unterlasse nicht, geometrische 
Eigenschaften der durch diese Gleichung gekennzeichneten 
polytropischen Curve aufzusuchen. Insbesondere 



*) Man vergleiche: Elastische Nachwirkung (§ 38, Nr. 9). 
**) Näheres; Zeuner, technische Thermodynamik, Bd. 1, S, 143. 
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beachte man die wichtigsten speciellen Fälle von n* 
(Näheres hierüber in dem vorher genannten Z e u n e r ' 
sehen Werke auf S. 147 — 152 des ersten Bandes.) 



§ 43. Eisiges ans der Lehre vom Magnetismus nnd der Elektrlcität. 

A. 

Der freie Magnetismus eines Stabes, dessen Dicke, ver- 
glichen mit der Länge, einen geringen Betrag hat, nimmt bekannt- 
lich von den Enden aus nach der Indifferenzzone hin rasch 
ab und ist schon in geringer Entfernung von den ersteren sehr 
klein. Die wirkliche Vertheilung des Magnetismus 
kommt aber hiermit nicht zum Ausdruck. Es geht nämlich der 
freie Magnetismus hervor aus der Differenz der wirkenden 
Fluida. Damit nun (was die Beobachtung lehrt) Ersterer nach 
den Enden des Stabes zu die grössten Werthe habe , muss die 
magnetische Polarität der einzelnen Moleküle um so stärker sein, 
je näher sie der Stabmitte liegen. Es sei 

k die halbe Länge des Stabes, 

X der Abstand eines Querschnittes desselben von der Mitte, 

das magnetisclie Moment dieses Querschnittes^ 

Ä der Magnetismus des äussersten Querschnittes, 

M ein positiver echter Bruch, 

Dann besteht, nach van R e e s , was aus der Physik als bekannt 
vorausgesetzt werden möge*), die Beziehung 

1) '-^ = AM' {M- ^ — Jf ^) . 

Man soll durch Integration dieser Gleichung berechnen, wel- 
chen Werth das magnetische Moment für einen 
Querschnitt hat, der sich im Abstände x von der 
Stabmitte befindet. 

Auch soll das Ergebniss auf die Mitte des Stabes und auf 
seine Enden Anwendung finden. 



*) Bezüglich der Gleichung Nr. 1 sehe man: Wtiilner, Experimental- 
physik, Band 4, § 2 und 9 der 3. Auflage. — Ferner: Annalen der 
Physik und Chemie, Band 70, S. 1—24 und Band 74, S. 213-230. 
Abhandlungen von van Rees.) 
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Lösung. Es folgt aus Nr. 1 : 

A M* 

2) Z = ^ CM' + M-^ + Const., 

oder^ was Dasselbe ist, 

3) 0= ^^'^M^ ^^^ "^ ^""^ '*' ^''''^*'' 

wobei e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 
Setzt man, zur Abkürzung, 

ÄM^ _ ÄMnoge _ 
^ IM ~ logM ~ 

und nennt die Integrationsconstante Cy so lauten die Gleichungen 
2 und 3 : 

5) = C—B(M'^-\-M-^). 

Hiernach hat seinen grössten Werth , wenn das zweite 
Glied am kleinsten ist. Dieser Fall liegt vor, für x = 0, also in 
der Mitte des Stabes. Von hier, nach den Enden zu, nimmt 
fortwährend ab. 

Für jene Mitte hat man : 

6) 0=0— 2B. 

An den Stabenden ist 

7) 0=G—B(M' + M-'). 

B. 

I. Der in Nr. 5 enthaltene Werth des magnetischen Momentes 
kann durch Benutzung einer gemeinen Kettenlinie zeich- 
nerisch dargestellt werden.*) Man unterlasse nicht. Das durch- 
zuführen. 

II. Die Constanten JB, C und M der Gleichung 5 ergeben 
sich für jeden Magnetstab aus Beobachtungen. 

III. Näheres über die Vertheilung des Magnetismus im Innern 
der Magnete sehe man an denjenigen Stellen, welche die auf S. 192 
stehende Fussnote nennt. Daselbst ist auch (Wüllner, S. 76) 
auf die von Poisson, Green, Neumann und Ändert her- 
rührenden Untersuchungen, die sich auf Magnete anderer 
Formen beziehen, verwiesen. Ferner ist gezeigt, in welcher 
Weise die van R e e s ' sehe Theorie auf die Arbeiten von B i o t 
und Coulomb sich stützt. 



*) Vergl. § 49, Nr. 20-22. 

Fährmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. IL 13 
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. C. 

Wer noch andere dem Gebiete des Magnetismus und der 
Elektricität angehöi^ende leicht lösbare Aufgaben, welche Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung betreffen, 2u behandeln wünscht^ 
der benutze das im „Literaturverzeichniss'^ genannte Wiedemann' 
sehe Werk und zwar zunächst Bd. 1, S. 397, Bd. 3, S. 659—664 
(§ 749—751), Bd. 4, Abt I, S. 101—104. Die erstgenannte 
Stelle betrifft den Abfluss der Elektricität aus einem 
Conductor, welcher durch einen Draht mit der Erde verbunden 
ist ; die zweite bezieht sich auf magnetische Curven (Linien, 
nach welchen sich Eisenfeilspähne anordnen, wenn sie, auf eine 
Glasplatte, oder ein Blatt Papier gestreut, der Einwirkung von 
Magneten ausgesetzt werden). Die letzgenannte Literatur (im 4. Bde.) 
betrifft die Intensität von Strömen. 



§ 44. Das Nordenskjöld'sche Lösliclikeitsgesetz. 

Wenn sich die Temperatur t des mit einem Salze gesättigten 
Wassers um den unendlich kleinen Betrag dt ändert, so erlangt 
es dadurch — nach Nordenskjöld*) — die Fähigkeit , eine 
Salzmenge d 8 aufzulösen, welche (mindestens näherungsweise) dem 
Produkte 8. dt proportional ist, wobei 8 die bei der Temperatur t 
ohne Uebersättignng lösbare Menge bezeichnet. Es besteht also die 
Differentialgleichung 

1) d8=l8dt 

Man soll, auf Grund dieser Gleichung, angeben: 

L welche Salzmenge 8 bei vorgeschriebener Wasserwärme t 
gelöst wird ; • 

II. welcher Temperatur t das Wasser bedarf, um eine ge- 
gebene Salzmenge 8 zu lösen; 

itl. was für eine Bedeutung den in den Ergebnissen bei I 
und II auftretenden Constanten zukommt und wie sich 
die Werthe derselben durch Versuche (Messungen) 
herleiten lassen. 



*) Annalen der Physik und Chemie, Reihe V, Bd. 16, S. 309 
bis 317. — Ostwald, Lehrbuch der allgemeinen Chemie, Bd. 1, S. 377. 
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Lösung. L Die Gleichung 1 giebt durch Integration; 

2) ig = e«+^ - - 
wobei a eine Constante bezeichnet. Wird 

3) ef^^Jc ' 
gesetzt, so erlangt Nr. 2 die Form 

4) 8 = h^K 

Durch 2 und 4 sind die gelösten Salzmengen 8 als Functionen 
der Temperatur t des Wassers bestimmt. Wachsen die t nach einer* 
arithmetischen Reihe, so nehmen die S nach einer geo- 
metrischen zu; den Werthen 

* = 0, 1, 2, 3, 

entsprechen, laut Nr. 4, die Werthe 

S = \ Tze\ Jce^\ ke^\ 

n. Zur Aufnahme der vorgeschriebenen Salzmenge S bedarf 
das Lösungsmittel der Temperatur 

., ^ 1, Ä l8-lJo 1 ^,^ 

III. Gemäss Nr. 4 bedeutet h den für ^ = vorliegenden 
Werth von 8» Femer ist a der natürliche Logarithmus dieses 
Werthes k (laut 3). Endlich folgt aus der Gleichung 5 : 

t * k 

was die dritte der in den Nrn. -2 und 4 auftretenden Constanten 
(den Proportionalitätsfactor der Gleichung 1) erklärt. Es ist 

7) b = is,^^^is,^, = i^.^ 

Seiner Bedeutung gemäss kann k durch Versuche erhalten 
werden, indem man diejenige Salzmenge misst, welche bei Grad 
sich löst. Mit k hat man dann auch a. Femer ist h, laut 
Gleichung 6, ermittelbar, indem für irgend eine Temperatur t (^ 0) 
der zugehörige Werth von 8 bestimmt wird (nachdem vorher Ä; ab- 
geleitet wurde). 

Man kann aber (und das ist vorzuziehen) die Unveränderlichen 
a und b der Gleichung 2, oder b und k der Gleichung 4, auch 
gleichzeitig ermitteln , indem man für irgend zwei Temperaturen, 
ti und ^, die zügehörigen Salzmengen, 8i und 829 misst. Dann 
sind die für Nr. 2 erforderlichen Constanten a und b bestimmt 
durch die Gleichungen 

13* 



6) b = -rl^f 
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8) a'\-hti=lSu a-^bti^^lS^; 

femer die fiir Nr. 4 nöthigen durch 

9) Jc^h = 8i, k^^=^82 
(was auf eines hinauskommt). 

Selbstverständlich muss zur thatsächlichen Ermittelung der 
Werthe von a und 6, oder b und k, eine für die Praxis hin- 
reichend grosse Anzahl von Versuchen (Messungen) ausgeführt wer- 
den^ deren unvermeidliche Fehler gehörig auszugleichen sind. 

Anmerkung. Man berechne a, b und k aus 
Nr. 8 und 9. 

Ferner beachte man Th. I, § 56 und § 71, B, 
wegen der Fehlerausgleichung; sodann: Th. I, 
§ 24, wegen der geometrischen Darstellung des 
Gesetzes Nr. 2 und einer Erweiterung desselben. 

Endlich möge die zwischen dem .Halley'schen 
Satze (§ 39, A) und dem Nordens kjöld'schen 
Löslichkeitsgesetze stattfindende Beziehung nicht 
unbeachtet bleiben ; desgleichen die , welche das letzt- 
genannte zu der Verzinsung in unendlich klei- 
nen Terminen oder zu dem im § 53 des I. Theiles 
behandelten organischen Wachsen hat. 

§ 45. Chemische Vorgänge erster Ordnnng. 

A. 

Die Zeit, welche ein chemischer Vorgang erfordert, hängt 
ab von der Natur der auf einander wirkenden Stoffe , von der in 
der Volumeneinheit enthaltenen Menge derselben (welche man nicht 
nach ihrem absoluten, sondern nach ihrem Molekulargewicht misst), 
von der Beweglichkeit der kleinsten T heile und von der Temperatur. 

Wird bei einem Vorgange nur ein Stoff umgewandelt, so ist 
es am natürlichsten anzunehmen, dass die Reactionsgeschwin- 
digkeit (Th. I, § 12 ; Th. II, § 11, D) unter sonst gleichen 
Umständen in jedem Augenblicke derMenge des wirkenden 
Stoffes proportional sei (also die Wirkung proportional der 
Ursache). 

Bezeichnet man mit A die anfänglich in der Volumeneinheit 
vorbanden gewesetie Menge jenes Stoffes, mit x diejenige, welche 
zn dei: Zeit t umgewandelt war, so ist die obige Annahme aus- 
gedrückt durch die Differentialgleichung 
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1) ^=^(^-^)' 

wobei K. öine Constante bedeutet.*) 

Es soll diese Gleichung integrirt, nämlich sowohl x als Func- 
tion von ty wie auch t als Function von x berechnet werden und 
zwar unter der Voraussetzung, dass die Zeiten gezählt sind von 
dem Augenblicke an, in welchem der Vorgang beginnt, dass also 

2) Xt^o = 

ist. Auch soll man angeben, welchen Werth x nach unendlich 
langer Zeit hat. 

Lösung. Aus Nr. 1 folgt durch Integration: 

also 

4) < = -= ? -j , 

^ K A — X 

wobei l den natürlichen Logarithmus bezeichnet, so dass, statt 3, auch 

5) log = 0,4343 Kt 

gesetzt werden darf, wenn auf 4 Decimalstellen abgerundet wird. 
Nr. 3 giebt: 

6) x = A{i — e-^% 
Also hat man: 

7) ir<=oo=A 

Hiernach ist, rein theoretisch genommen, erst nach unendlich 
langer Zeit der Vorgang beendet. Jedoch kommt, gemäss Nr. 6, 
der Werth von x dem Betrage A bald so nahe, dass die Ab- 
weichung der wirklichen Messung sich entzieht. Man berechne, 
um sich hiervon zu überzeugen, die zu 

^~ 100 ' 1000^ ••"• 

gehörenden Zeiten und vergleiche sie mit der, welche dem Werthe 
X'=-^A entspricht, drücke sie mithin als Vielfache d«r letz1>- 



*) Die Geschwindigkeitslinie (vergl. § 4, A), deren Abscissen 
die Mengen des umgewandelten Stoffes und deren Ordinaten die zu- 
gehörigen Reactionsgeschwindigkeiten sind, ist, laut Gleichung 1, eine 
Gerade. 
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genannten Zeit ans. Hierbei ergiebt sich beispielsweise ^ dass die 
zu 0^999 Ä gehörende Zeit nur das Zehnfache deijenigen ist^ 
welche dem Werthe 0,5 Ä zukonunt. 

Das Vorhergehende möge fiir den Fall der Auflösung von 
Calciumcarbonat in Salzsäure Benutzung finden. !Es 
geschieht bei dem genannten Vorgange die Umwandlung bekannt- 
lich nach der Gleichung 

8) CaCOs'i-2HCl = CaCh + C02 + H20. 

Man setze voraus, dass anfönglich P Moleküle HCl in dem 
Volumen V vorhanden gewesen seien und dass sich y Moleküle 
Ca CI2 (Chlorcalcium) in der Zeit t gebildet haben. Dann gebe 
man t als Function von y, femer y als Function von t an ; end- 
lich yt^^. 

Anmerkung. Bezüglich der Ergebnisse und 
ihrer geometrischen Darstellung möge Th. I, 
S. 21 unter § 14, I, ferner S. 46 unter § 23, A, Be- 
achtung finden. Desgleichen die im Literaturverzeichniss 
des II. Theiles genannte Abhandlung von Boguski. 

C. 

Um durch Messungen festzustellen, dass die unter Ä ge- 
gebene Theorie, insbesondere die dort gemachte Annahme : „Reac- 
tionsgesch windigkeit proportional der Menge des wirkenden Stoffes" 
richtig sei 9 hat man geeignete chemische Vorgänge so angeordnet, 
dass bei denselben die Grösse Ä bekannt war, zusammengehörende 
Werthe von x und t aber viele Male sich genau beobachten Hessen. 

In allen solchen Fällen muss, laut Gleichung 3, der Werth 

1 A 

9) K = ^l 



t Ä — X 
für sämmtliche Paare von x und t unveränderlich sein. 

Das hat sich in der That gezeigt (innerhalb der Grenzen der 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler). Die vorstehende Theo- 
rie und ihre Ergebnisse, nämlich die Gesetze Nr. 4 
und 6, haben mithin volle Bestätigung gefunden. 
-Man verdankt das den Untersuchungen von Wilhelmy*) (Ein- 



*) Annalen der Physik und Chemie (Poggend.) 81 , 413—428 und 
499-526 (1850). 
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Wirkung verschiedener Säuren auf Rohrzucker)^ Harcourt 
und E 8 8 n *) (Reducirung von üher mangansaurem Kali 
mit einem grossen üeberschusse von Oxalsäure; Wechselwirkung 
zwischen Wasserstoffhyperoxyd und Jodwasserstoff), 
Ostwald**) (Katalyse des Methylacetats), van 't Hoff***) 
und Anderen. 

Bei allen diesen Arbeiten hat sich ergeben, dass von den in 
Umsetzung befindlichen Stoffen , von der Temperatur u. s. -w. nur 
eine Constante abhängt und dass durch diese der zeitliche Verlauf 
des Vorganges bestimmt ist. 

D. 

Wenn bezüglich des Anfanges eines chemischen Vorganges 
Unsicherheiten vorliegen (was meist der Fall ist), so wird 
es nöthig, die Zeit von einem anderen Augenblicke ab zu zählen. 
An der Rechnung ändert das nichts. 

Für ein beliebiges Intervall, etwa für das zwischep den Werthe- 
paaren ti, Xx und Ui ^^y hat die Constante K den Werth 

10) K=—i—l'^^^^^' 

4 — tx A — x^ 

Man unterlasse nicht, Das aus Nr. 3 abzuleiten. 

Die Gleichung 10 kommt auf die (weit bequemere) Form der 

Gleichung 3 zurück, wenn man die Substitutionen 

11) fe tx=Ty A Xx^ttj X^ Ä^l = ^ 

benutzt, welche ausdrücken, dass die Zeiten und die Stoffmengen 

von dem (beliebig wählbaren) Augenblicke t = ti, x = Xij ab ge- 
zählt werden sollen. 

Es geht dann Nr. 10 übier .in: ... 

12) Kt=1-^, 

was in der Form ganz mit Nr. 3^'vübereinstimmt. 

Die bei Versuchen auszuführeftde Rechenarbeit ist also untejr 
Benutzung von 10 nicht umständlicher, als bei der Verwendung 
von Nr. 3. 



*) Philosophical transactions, 1866, p. 193—222; bezüglich: 1867, 
p. 117—137. 

**) Journal für praktische Chemie, Bd. 28, S. 449-495 (Jahr 1883). 
**^ Etudes de dynamique chimique. Amsterdam, 1884. S. 14. 
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E. 

Näheres über das unter A — D Vorstehende, wie überhaupt 
über chemische Vorgänge I. Ordnung, sehe man in der am Fusse 
der Seiten 198 und 199 genannten Literatur ; ferner auf Seite 
615 — 625 des zweiten Bandes des 1887 erschienenen ,,Lehrbuche8^ 
der allgemeinen Chemie von W. Ostwald; endlich auf S. 289 — 
294 des von Ostwald im Jahre 1889 veröffentlichten ,;Grund- 
risses". 

In den beiden letztgenannten Werken ist auch auf die den 
Wilhelmy' sehen Untersuchungen vorausgegangenen Arbeiten von 
Wenzel und Berthollet Rücksicht genommen. Es ist gezeigt, 
dass der der Gleichung Nr. 1 zu Grunde liegende Satz : „ W i r k u n g 
proportional der wirkenden Masse ^^ welchen man den 
Fundamentalsatz der chemischen Mechanik nennen 
darf, schon im Jahre 1777 durch C. F. Wenzel ausgesprochen 
wurde. 

§ 46. Clieniisclie Vorgänge zweiter OrdnuBg. 

A. 

Das im vorigen Paragraphen Gesagte gilt zunächst ftir homo- 
gene Systeme ohne Trenpungsflächen ; femer unter der Voraus- 
setzung , dass nur ein Stoff umgewandelt wird , oder bei den be- 
treffenden Umwandlungen nur ein Stoff in Betracht kommt , weil 
die anderen etwa noch mitwirkenden in so grosser Menge 
vorhanden sind, dass die durch den chemischen Vorgang bewirkte 
Aenderung dieser Menge nicht berücksichtigt zu werden braucht. 

Wirken bei einem chemischen Vorgange zwei Stoffe, 
deren Mengen Veränderlichkeit in Betracht ge- 
zogen werden muss, so hat man es mit einer „Reaction 
IL Ordnung^' zu thun. Es ist dann am naturgemässesten, die 
Annahme zu machen, dass in jedem Augenblicke die ReactionB- 
geschwindigkeit v proportional sei den wirk- 
samen Mengen eines jeden jener Stoffe und zwar 
dem Produkte dieser Mengen, weil v stets zu Null wird, wenn 
eine dieser Mengen gleich Null ist. 

Man hat also: 
1) v = K(Ä^x){B — x)y 

wobei Ä und JB die ursprünglichen Mengen der wirksamen Stoffe 
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bezeichnen, x die zu der Zeit t umgewandelte Menge derselben und 
K eine zunächst nicht näher bekannte Constante, deren Werth sich 
aus den betreffenden Versuchen zu ergeben hat.*) 

Die Differentialgleichung aller chemischen Vorgänge zweiter 
Ordnung lautet mithin : 

2) ^==K{Ä-x)(ß-x), 

wobei als Einheiten die in Grammen ausgedrückten Aequivalent- 
gewichte (Molekulargewichte, Molekulargramme, vergleiche § 45, A) 
zu benutzen sind, so dass man die Aenderungen beider Stoffmengen 
durch dieselbe Variabele x ausdrücken kann, die dann zugleich das 
Maass des Reactionsproductes ist. 

Es soll nun die Gleichung Nr. 2 integrirt , nämlich • t als 
Function von Xj wie auch x als Function von t berechnet werden 
und zwar 

I. für den Fall, dass die in Wechselwirkung tretenden Stoffe 
äquivalent sind, also B = Ä ist, 

II. für den allgemeineren Fall : JB^A. 

Dabei möge , für beide Fälle , die Zeit von dem Augenblicke an 
gezählt werden, in welchem der chemische Vorgang beginnt, 
so dass 

3) Xt=o = 

ist. Auch soll man , in beiden Fällen , aus den Ergebnissen der 
Integration ableiten, welchen Werth x für unendlich lange 
Zeit hat. 

Lösung. I. Aus der für B = A geltenden Differential- 
gleichung 

folgt durch Integration und mit gehöriger Ausnutzung der Be- 
dingung Nr. 3: 

5) T^ 4- = ^^- 

A — X A 



*) Gemäss Nr. 1 ist die auf rechtwinklige Coordinaten bezogene 
Geschwindigkeitslinie v = f (x) eine Curve zweiten Grades. 
(Siehe § 4, A; desgl. die am Fusse der Seite 197 stehende Anmerkung.) 
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Es ist also 
6) ^J^ = AKt, 

daher die Reactionszeit 

'^^ *^AK(A—x)' 

Das giebt: 

.{ ^- AKt+1^' 

mithin 

9) Xi:=^ = Ä. 

Die drei letztgenannten Werthe anlangend , vergleiche man 
Dasjenige^ was im § 45 am Schlüsse des Abschnittes Ä (von 
Gleichung 7 an) gesagt wurde. 

IL Für den allgemeinen Fall (B^Ä) Uefert Nr. 2: 

Spaltet man in Partialbrüche, integrirt und berücksiclitigt wieder 
die Bedingung 3; so folgt für die Reactionszeit: 

^^) ^- {B—A)k'' B{A-x) ' 

oder^ was Dasselbe ist, 

12^ 1 , B{A-x) 

^^) *-{A-B)k'' A(B-x) ' 

Hieraus ergiebt sich: 

^ ^ ~ Be^^-^^^^—A ' 

oder 

1*) ^"^Be^^' — Ae^^' ^' 

Femer folgt aus 13: 
15) Ä?t=flo = A. 

Die Gleichungen 11 bis 15 entsprechen den Nummern 4^ 6 
und 7 des § 45. Es ist für Dieselben wieder das daselbst am 
Schlüsse des Abschnittes A Hervorgehobene zu beachten. 

B. 
Soll die vorstehende Theorie durch Messungen bestätigt 
werden^ so muss man Versuche derartig anstellen, dass sie die Un- 
veränderUchkeit der Werthe 
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und 

^'^ t'' Bu-xy 

welche gemäss Nr. 6 und 11 constant sind, nachweisen. 

Dies ist geschehen und es hat das unter A Behandelte dadurch 
Sicherstellung empfangen. Das Verdienst, die Theorie mitgeschaffen 
oder Bestätigungen derselben geliefert zu haben, gebührt den Untere 
suchungen von Berthelot*), Harcourt und E s s o n **) , 
Guldberg und Waage***), J. J. Hoodf), W. Ostwaldft), 
van 't Hoff und einigen Anderen. 

C. 

I. Für den von ti bis ^ reichenden Zeitraum (man vergleiche 
§ 45, D) tritt, was nachgewiesen werden möge, an die Stelle 
von Nr. 6 : 

. __ »^ I , vU^ ^^"^ ^vl 

18) X(fe_;,) = ^^__^^-^__^. 

Femer an die Stelle von 11 : 

Benutzt man die Substitutionen 
20) 4 — ti = r, X2 — iCi = ^> Ä — Xi = a, B — Xi= ß, 
welche aussprechen, dass die Zeiten und die Stoffinengen von dem- 
jenigen Augenblicke an gemeint sind^ in welchem t = ti und x = Xi 
ist, so gehen die Gleichungen 18 und 19 über in 

21) £:t=_J-_, 

a{a — ^' 
bezfiglich 

22) ^.= 1 ?J(^, 

was mit 6 und 11 in der Form ganz übereinstimmt. 



*) Annales de chimie et de physique; 1862, tome ^Q^ p. 110—128. 
**) PhiloBophical transactions, 1866, S. 216 und folg. 
***) Etudes sur les afGnit^s chimiques; Ghristiania, 1867. 

t) Phüosophical magazine, 1878, II, p. 371—383. 
tt) Journal f. praktische Chemie, Band 27, (1883) S. 1-39. 
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II. Das Ergebniss Nr. 11 lässt sich aus 10 auch mittelst 
der bekannten Formel*) 

dx 1 ^b-\-2cx+\/b^—4:ac , ^ ^ 
— i — ! ' -j- Constj 



'"> fä 



deren Giltigkeitsbedingung 

24) 4tac — h^<C0 

erfüllt ist; ableiten. Jedoch verdient die vorher (unter A, II) be- 
nutzte Spaltung in Partialbrüche den Vorzug. Man unterlasse nicht; 
sich hiervon zu überzeugen. 

ni. Für 

25) B = A 
giebt Nr. 12 zunächst: 

26) f=ooO, 

als Unbestimmtes. Wendet man aber Das an, was die 
Differentialrechnung bezüglich der Ermittelung des wahren Werthes 
derartiger Formen lehrt**), so folgt wieder Nr. 7. Der Nachweis 
möge auch hier nicht unterbleiben. 

D. 

Näheres, die chemischen Vorgänge zweiter Ordnung anlangend, 
findet man in den O s t w a 1 d 'sehen Werken über allgemeine Chemie, 
nämlich im „Grundriss" auf Seite 294 — 296, im „Lehrbuch'* auf 
Seite 626 — 633 des zweiten Bandes. 

Neben dieser Literatur benutze man, wenn nöthig, diejenige, 
welche durch die Fussnoten der Seite 203 genannt wurde. Femer : 
van 't Hoff, Ansichten über die organische Chemie, Theil II, 
Seite 11 und 100. Endlich : Berichteder deutschen che- 
mischen Gesellschaft zu Berlin, J. 1871, Seite 340 
und 341 (Abhandlung von Buchanan). 

Bezüglich der geometrischenDarstellung der Zer- 
setzung s cur ven (Gl. 8 und 13) möge Th. I, § 23, B und C, 
Beachtung finden. 



*) Schlömilch, Compendium der höheren Analysis; Bd. 1, § 68 
der 5. Auflage. 

**). Schlömilch, Compendium; Bd. 1, § 32 der 5. Auflage, 
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§ 47. Cheinisclie Vorgänge dritter Ordnnng.*) 

A. 

Wenn bei einem chemischen Vorgänge drei oder noch mehr 
Stoffe wirken, deren Mengenveränderung in Rechnung gezogen 
werden muss, so liegt eine Reaction dritter oder höherer 
Ordnung vor. 

Die Erwägungen, welche zur Aufstellung der Gleichung 2 des 
vorigen Paragraphen führten^ erleiden in solchen Fällen offenbar 
keine Aenderung. 

Es ist also die Differentialgleichung eines jeden derartigen 
Vorganges sofort angebbar ; für Reactionen dritter Ordnung lautet sie 

1) ^=KiA-x)(B-x)iC-x), 

wobei die Bedeutung der Grössen -4, JB, C, K^ x und t selbst« 
verständlich ist (nämlich gemeint im früheren Sinne ; man vergleiche 
§46,A).**) 

Es soll die Gleichung Nr. 1 integrirt werden und zwar soll 
man t als Function von x berechnen 

I. für den Fall, dass G = B = Ä ist , also fär den der 

Aequivalenz aller in Betracht kommenden Stoffe, 
n. für den Fall C=S, B^A, 
III. für den, dass A, B und G verschieden sind. 

Im ersten Falle soll auch x als q) (t) abgeleitet und ans dem 
Ergebnisse dann Xt^<» entnommen werden. 

Bei allen drei Fällen möge die Zeit vom Zersetzungsbeginne 
an gezählt sein. 

Lösung. I. Wenn C = B = A ist , so geht Nr. 1 
über in: 

2) -^=K{A-x)K 



*) Zeitschrift für physikalische Chemie, Bd. IV, S. 89—95 
(Abhandlung von A. Fuhrmann). 

**) Die Geschwindigkeitslinie v = f{x) ist, laut Nr. 1, eine 
Curve dritten Grades. Man vergleiche die am Ende der Seite 201 
stehende Bemerkung. 
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Hieraus folgt 



J {A - a;)» = -^^ + Constante ; 

ir__i___j^i ^, 



mithin : 

^^ 2 l (^ - a;)i 

also ftir die Reactionszeit der Werth : 

_ x(^A — x) 



4) 



t = 



Femer giebt Nr. 3 : 
5) x = (l- 



2A^K{A — xy 



j)a, 



V2 A^ Kt + 
daher 

6) Xt=^ =-4.. 

Man beachte hier die im § 45, am Schlüsse des Abschnittes A, 
nach 61. 1, gemachten Bemerkungen. 

IL Ist C = B, aber S:^Aj sind also zwei der Stoffe in 
äquivalenten Mengen vorhanden , so lautet die Differential- 
gleichung Nr. 1 : 

dx 



7) 



dt 



= K(Ä'-x){B — xy. 



Das liefert: 



/< 



dx 



== Kt -}■• Constante ; 



(Ä — x)(B — xy 
oder, wenn man in Partialbrüche spaltet, 

Werden die Grössen L, M und N, welche die Bedingung 

9) L(B — x)^-{-(,M-^Nx)(A — x) = l 

zu erftillen haben, in der bekannten Weise berechnet, so ergiebt sich : 

1 



10) 



L = 



11) 



(A — £)« 



= N, 



{A — B)* 
Demgemäss geht Nr. 8 über in: 



12) 



^.{/Ä+/^s^^4=«+-- 



{A-B) 



r 
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Durch Ausführung der Integrationen folgt hieraus : 

Da nun, der Aufgabe gemäss, die Bedingung 

14) Xt:=0 = 

noch beitritt, so erhält man schliesslich für die gesuchte Reac- 

* 

tionszeit : 

15^ f- ^ Hä-B)x ä{B-x) ] 

^ ^~(Ä — ByK\B{B-x)'^ B{Ä — x)j 

III. Sind A, B und C verschieden, so giebt die Glei- 
chung 1 : 

z=Kt + Const. 



f-, 



(Ä-x)(B — x)(C — x) 
Zerlegung in Partialbrüche liefert: 

wobei die Zähler L, M und N der Bedingung 

17) L{B-x){C-x)+M(C-x){A-x)-\'N{A-x){B'-x)=l 
genügen müssen. Aus 17 folgt: 

^^) ^^{B-ÄiiC—Ay 

19) M= ^ 



{C—B){Ä — B)' 

Führt man 18, 19 und 20 ein in 16, integrirt jedes der drei 
Glieder, berücksichtigt dann Nr. 14 und reducirt schliesslich auf 
die Reactionszeit t^ so ergiebt sich: 

I \ Xm,^^ %hf \JLß ^^ •*' / Nvy ^^ »If / I 

•^^^ '"^ (Ä — B){Ä — q{B—qK 

Für x = Ä,By oder C folgt hieraus : 
22) t=co, 

wobei § 45; Schluss des Abschnittes A, zu berücksichtigen ist. 

B. 
Die Gleichungen 4, 15 und 21 lehren die Unveränder* 
lichkeit der Werthe 
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x(2Ä—x) 



23) 



t {Ä — xy 



04^ 1 f (^ - -g) *• , 7 ^(^-^) i 

'^^^ l\B{B-x)'^^B{A-x)\' 

Wenji also eine experimentelle Bestätigung des 
unter A Gegebenen erfolgen soll, so müssen chemische Vorgänge 
dritter Ordnung, bei denen sich die Beständigkeit der Be- 
träge 23, 24 und 25 durch sichere Messungen nachweisen lässt, 
aufgesucht und durchgeführt werden. 

Diese Aufgabe ist bis jetzt unbehandelt geblieben. Bei ihrer 
Lösung werden die Chemiker diejenigen Arbeiten als Anleitung 
und Muster benutzen können, welche von Berthelot, Guld- 
berg und Waage, Harcourt und Esson, van 't Hoff, 
Hood, Ostwald, Wilhelmy und vielen anderen bedeutenden 
Forschem bezüglich der Vorgänge erster und zweiter Oi*dnung ver- 
öffentlicht worden sind. Man sehe hierüber die in den §§ 45 und 
46 gegebene, wie auch die im § 48 folgende Literatur. 

C. 

I. Während die Gleichung 4 in dem ersten der unter A be- 
handelten Fälle für den von Null bis t reichenden Zeitraum gilt, 
hat man für die von ti bis ^ sich erstreckende Zeit die ver- 
wickeitere Formel: 

25) fe - 1,- 2K(Ä--x2y{Ä-x,)^ ' 

Man weise dies nach und zeige, dass 26 wieder die Form 
von Nr. 4 annimmt, wenn die Substitutionen 

27) ^ — ^=T, iTa — Xx = ^, Ä — Xi=a 

zur Benutzung gelangen, also die Zeiten und die Stoffmengen von 
demjenigen, beliebig wählbaren, Augenblicke an gezählt werden, in 
welchem t = ti und x = Xi ist. (Vergl. § 45, D.) 

Das Entsprechende auch für den zweiten und dritten der 
vorher behandelten Fälle, mithin für die Gleichungen 15 und 21 
durchzuführen, möge unterbleiben. 
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n. Setzt man in Nr. 21 

um dadurch die Gleichung 15 zu erhalten, so ergiebt sich zunächst 
Unbestimmtes, nämlich 

28) tc=B = -TT* 

Wird aber das zur Ermittelung des wahren Werthes derartiger 
Ausdrücke Geltende zur Anwendung gebracht, so folgt (was nach- 
gewiesen werden möge) Nr. 15. 

Ebenso ist es in Bezug auf 4 und 15. Versucht man näm- 
lich aus der letztgenannten Gleichung die erstgenannte zu gewinnen, 
indem man 

B = Ä 

nimmt, so entsteht zunächst 

29) tc==B=.A = ^; 

durch Anwendung der Differentialrechnung aber ergiebt sich (was 
ebenfalls gezeigt werden möge) alsbald Nr. 4. 

Näheres hierüber sehe man, wenn nöthig, im § 5 derjenigen 
Abhandlung, welche am Fu8§e der Seite 205 genannt wurde. 

§ 48. Anmerküiigen and Anregimgen, oheinische Vorgänge 

betreffend. 
A. 

Bezüglich des in den drei vorhergehenden Paragraphen Be- 
handelten möge noch auf Folgendes hingewiesen werden: 

I. Die bei den durchgeführten Rechnungen vorausgesetzte 
Einfachheit ist thatsächlich selten oder nie vorhanden, weil 
meist mehrere Vorgänge gleichzeitig sich abspielen. Die 
untersuchten Fälle sind mithin als Grenzfälle anzusehen. 

II. Für jeden chemischen Vorgang, welcher mit anderen 
gleichzeitig stattfindet, darf vorausgesetzt werden, dass sein Verlauf 
unabhängig ist von dem der übrigen. Es ist also in der Mechanik 
der Chemie das Princip der Coexistenz (neben dem in 
den vorigen Paragraphen benutzten der Massenwirkungen) 
zu Grunde zu legen, wenn Vorgänge untersucht werden. 

III. Tritt bei einer Reaction der Fall ein, dass die Um- 
wandlungsprodukte wieder die ursprünglichen Stoffe erzeugen, so 

Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. II. 14 
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ist die Geschwindigkeit des Vorganges die Differenz zweier 
Reactionsgeschwindigkeiten , kann also gleich Null werden. Das 
ist dann chemisches G-leichgewicht. 

IV. Kommen bei chemischen Vorgängen feste Stoffe (neben 
flüssigen oder gasförmigen) in Betracht, so ist zwar die Wirkung 
auch noch proportional den wirksamen Mengen, letztere sind jedoch 
nur von der Grösse der betreffenden Oberflächen abhängig, 
weil die inneren Theile der festen Stoffe für die Reaction nicht in 
Thätigkeit treten.*) 

B. 
Diejenigen, welche den Wunsch haben, chemische Unter- 
suchungen, bei denen Differentialgleichungen zu integriren sind, in 
grösserer Menge kennen zu lernen , als die vorhergehenden 
Paragraphen sie enthielten oder nachwiesen, mögen, beispiels- 
weise, auf die im Folgenden unter I bis VII genannten Arbeiten 
aufmerksam gemacht werden: 

I. Urech, F., Bestimmungen des Einflusses von 
Temperatur und Concentra tion der Salzsäure auf 
die Inversionsgeschwindigkeit der Saccharose.**) 

Es handelt sich hier um die Integration der Differentialgleichung 
^v du 

1) -ii=««' 

in welcher u die nach einem in Minuten angegebenen Zeitintervall 
noch vorhandene Saccharosemenge bedeutet. Das Wasser ist dabei, 
grossen Ueberschusses wegen, als constant angesehen, also nur die 
Saccharose als chemisch wirksame Variabele aufgefasst. 

II. O s t w a 1 d , W., Studien zur chemischen Dyna- 
mik. Zweite Abhandlung: Die Einwirkung der Säuren 
auf Methylacetat.***) 

Die Untersuchung führt (S. 468 der unten genannten Quelle) 
zu der Differentialgleichung 



*) Näheres über das unter A Genannte, wie auch über andere die 
Mechanik chemischer Vorgänge betreffende Dinge, sehe man in 
dem Ostwald'schen Lehrbuche der allgemeinen Chemie auf S. 634—670 
des zweiten Bandes. 

**) Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft, Jahrgang 1883, 
S. 762-766. 

***) Journal far praktische Chemie, Band 136, S. 449—495. 
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2) -TT = ac(6 — a:) + aya?. 

(t V 

In derselben bezeichnet x die Menge des in der Zeit t ge- 
bildeten Umwandlungsproductes ; alle übrigen G-rössen sind constant. 
Für ^ = 0; ist :r = 0. Zu berechnen hat man : t als Function 
von x\ X als Function von t\ insbesondere 0:^=00 • 

Es ergiebt sich leicht 

3) t = -A.i ^ 



abc ß — x' 
wobei, zur Abkürzung, 

4) = ß 

ac — ay 

gesetzt ist. 

Aus Nr. 3 folgt 



abc 



5) x = ßa-e " ), 

also 

6) Xt=o,=ß. 
Man vergleiche § 45, A. 

III. Arrhenius, Einfluss der Neutralsalze auf 
die Beactionsgesch windigkeit der Y erseifung von 
Aethylaceta t.*) 

Hier wird (auf Seite 112 und 115 der unten genannten Zeit- 
schrift) die Integration der Gleichungen 

7) Mt ^ 

und 

8) —dC = lcC{C+s)dt 

nöthig, in denen t die Zeit, C eine veränderliche Concentration, 
k die specifische Reactionsgeschwindigkeit, s einen kleinen Concen- 
trationsunterschied bezeichnet. 

IV. van 't Hoff, etudes de dynamique chimique. 
(Amsterdam, 1884.) 

Die hauptsächlich auftretenden Differentialgleichungen haben 
die Form 

9) -|?=*C.. 



*) Zeitschrift fttr physikalische Chemie, Jahrgang 1887, S. 110 — 133. 

14« 
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wobei Tc und n constante Grössen sind. Bei der Integration von 
Nr. 9 müssen bekanntlich die Fälle 

» ^ 1 und n = 1 
gehörig unterschieden werden. 

f- ' V. van 't Hoff, die Umwandlung von Sauerstoff 
in Halogene am Kohlenstoff.*) 

Es führt die Untersuchung (unter verschiedenen Voraus- 
setzungen) zu den Differentialgleichungen 

10) -^ — cip — x)(gi'-x), 

11) -j^=<h(jp — x)iq — x) — (^ x\ 

12) ^ = c (p — a?) (2 — a? — w rc), 

in denen c, Ci, Cg, n, j> und ^ constante Grössen bezeichnen. 

Nachdem die Veränderlichen getrennt sind, lässt sich die In- 
tegration dieser Gleichungen durchführen, indem man Das beachtet, 

was für Integrale von der Form 

dx 



h 



+ 'hx-\- cx^ 

gilt**), oder indem man Spaltung in Partialbrüche benutzt. Für 
Nr. 10 ist jene Integration schon im § 46, unter A, II, erfolgt. 

VI. Hechtund Conrad, Beiträge zurBestimmung 
von Af finita ts CO efficienten.***) 

Die Untersuchungen beziehen sich zunächst auf die Geschwin- 
digkeit der Aetherbildung. Nachdem die benutzte Methode be- 
sprochen worden ist, folgt die Formulirung des Guldberg- 
W^age'schen Gesetzes, die Ausfährung der numerischen Berech- 
nung, die Besprechung der Construction der Zersetzungscurven und 
— unter Anführung von Versuchsreihen — der Nachweis experi- 
menteller Prüfung des genannten Gesetzes (mit graphischer Dar- 
stellung). Sodann die Untersuchung des Einflusses der Temperatur 
auf die Geschwindigkeit der Aetherbildung (abermals mit sehr er- 
folgreicher Benutzung des Aufzeichnens, also der Anschauung). 

*) Ansichten über die organische Chemie; Theil 2, S. 92 u. folgende. 
**) Schlömilch, Gompendium der höheren Analysis, Band 1, § 68 
der 5. Auflage. 
' •*♦) Zeitschrift für physikalische Chemie, J. 1889, S. 450-475. 
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VII. Burchard; Guldberg und Waage; Meyer- 
hoff er; Näheres y bezüglich der Titel der Abhandlungen , im 
n Literaturverzeichniss ^ • 

Bei Meyerhoffer treten die Gleichungen 
.ox dx K(Ä-x)' 

^^) di= X ' 

14) ^=KiÄ — x)%n = 3, 4, 5, 6, 7, 

^„ dx K(Ä — x)' 

' dt x-{-m ' 

16) i^=Kx(Ä-x)* 

auf. 

Bei Burchard findet man die in den §§ 45 und 46 be- 
handelten Differentialgleichungen, und ausserdem: 

17) ^=K(a-xY{a-x)i 

ferner sehr gute und zahlreiche graphische Darstellungen. 



OapitellV. 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ZWEITER ORDNüNa 



§ 49. Fadencurveii und Eettenlinien, 

A. 
Zwischen zwei festen Punkten, die A und B heissen mögen, 
sei ein vollkommen biegsamer, nicht dehnbarer Faden (oder eine 
Kette mit unendlich kleinen Gliedern) aufgehangen und auf ein 
räumliches rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen. Die Dichtig- 
keit € des Materials, der Querschnitt q und die Fadenlänge s sollen 
bekannt sein. Gegebene Kräfte mögen auf jeden Punkt des 
Fadens wirken und sich an ihm im Gleichgewichte befinden. ^ 
Mit X, Y und Z sollen die im Sinne der positiven Coordinaten- 
achsen thätigen äusseren Kräfte (Componenten) bezeichnet werden, 
welche auf die Masseneinheit des Fadens wirken würden, wenn 
letztere in dem allgemeinen Punkte, dessen Coordinaten ;r, y und 
sind, concentrirt wäre. 

Es sind dann an dem Fadenelemente ds die Kräfte 
1) XqsdSy Yqsds^ Zqsds 

im Sinne der Achsen thätig ; ferner an den Enden des Elementes 
(einander entgegen wirkend) die Spannungen 

Tund T+dTy 
in den Richtungen der betreffenden Tangenten. 

Werden die Winkel, welche T mit den Coordinatenachsen 
bildet, Tx, Ty und Tz genannt, so hat man für die im Sinne der 
Achsen thätigen Componenten jener Spannung die Werthe 

T cos Txy T cos Ty , T COS Tg , 

oder 
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2) T^^,T^^,T^; 

^ ds as ds 

ferner für die Componenten derjenigen Spannung T -|- d T, welche 

am anderen Ende des Elementes ds wirkt: 

« ^'£+<-'£)' 4+<^l)' ^fs+<^r) ■ 

Dass Verschiebungen, in den Richtungen der drei Co- 
ordinatenachsen, nicht stattfinden können, wird mithin, gemäss Nr. 1, 
2 und 3, ausgedrückt durch die Gleichungen: 



4) d(^T^^+Xq€ds = 0, 

5) d[T^)-\-Yqeds = 0, 

6) d(^T~j-\-Zq€ds = 0. 



Da auf Drehung keine Rücksicht genommen zu werden 
braucht, weil Kräftepaare nicht in Betracht kommen'''), so hat man 
in Nr. 4 bis 6 die Bedingungen für das Gleichgewicht 
des Fadens. Bei der Anwendung dieser drei Differential- 
gleichungen (4 — 6) ist zu beachten, dass X, Y, Z^ q und s im 
Allgemeinen veränderlich sind ; femer , dass eine der Glei- 
chungen wegfällt, wenn die sämmtlichen Kräfte in einer Ebene 
wirken. Man sehe das unter B bis D Folgende. 

B. 

Der aufgehangene Faden sei homogen, möge überall den 
Querschnitt 1 haben und nur der Schwere unterliegen, die wir 
uns im Sinne der negativen Iv-Achse der Fig. 66 wirkend denken 
(die Fadenebene als XY- Ebene benutzend). Das Gewicht der 
Längeneinheit soll mit p bezeichnet werden. 

Man berechne, von den Bedingungen Nr. 4 — 6 ausgehend : 

I. nach welchem Gesetze die Spannung T sich ändert, näm- 
lich abhängt von dem Tangentenwinkel t und der Scheitel- 
spannung Tq ; 



*) Näheres hierüber: Duhamel, analytische Mechanik, Bd. 1, S. 87 
und 88. — Schell, Theorie der Bewegung imd der Kräfte, S. 643 imd 
644 der ersten Auflage; oder Bd. 2, S, 88 und 89 der zweiten. 



216 



Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 



II. wie die, auf die Form y = f(x) gebrachte, Gleichung der- 
jenigen Curve lautet, nach welcher der Faden sich im 
Gleichgewichtszustande krümmt. 

Bei der Ermittelung der unter II verlangten Gleichung möge, 
wenn nöthig, eine Verschiebung des in Fig. 66 angegebenen Co- 
ordinatensystems vorgenommen werden. 



r+r 



B 




Lösung. I. Von den Bedingungen Nr. 4, 5 und 6 kommen 
nur die beiden erstgenannten in Betracht. Dabei ist 



{^^)=o 



also 

7) d 

und 

8) «(^)=i"'»- 

Aus Nr. 7 folgt durch Integration 

9) TcosT=C, 

also der Satz : die Horizontalspannung ist unverän- 
derlich. 

Da die im Scheitel der Fadencurve herrschende Spannung 
mit Tq bezeichnet worden ist, so giebt Nr. 9: 

10) To = G; 

das heisst: die Integration sconstante C bedeutet die Scheitel- 
spannung. 

Femer ist, gemäss 9 und 10: 

11) T=TosecT. 
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Es gilt daher der Satz: Die Spannungen wachsen, 
vomScheitel aus, wie die goniometrischen Secan- 
ten der Tangentenwinkel. 

IL Wird Nr. 11 in 8 eingeführt, so folgt, weil tanr = y' 

und (Zs = f/l + y^ dx ist, 

12) Tody'=pfU\Y'dx, 
oder 

13) T^y"=pfl+^. 

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die allgemeine Form 

y"=f(y') 

und giebt zunächst 

wenn, zur Abkürzung, 
IB) ^ = Ä 

gesetzt wird. 

Aus Nr. 14 folgt: 

16) x = U(y'.+ VT+7^)+(\, 

wobei Ol eine Integrationsconstante bezeichnet. 

Verschiebt man das Coordinatensystem, parallel zur ursprüng- 
lichen Lage, bis (Fig. 66) in den Scheitel C der Fadencurve 
kommt, so ist 

17) y':r=o = 0. 

Damit ergiebt sich : 

18) (7i = 0. 

Also geht Nr. 16 über in: 

19) x = Tcl{y' + VTTy^- 

Reducirt man diese Gleichung auf y und integrirt dann, nach- 
dem die Veränderlichen getrennt worden sind, zum zweiten Male, 
so folgt: 

X X 

20) y = |.(e^ + r*) + a, 

wobei C2 die neue Integrationsconstante bedeutet. 

Da, bei der angenommenen Lage des Coordinatensystems, für 
a; = auch y = sein muss^ ßo giebt Nr. 20: 
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X a?. 



21) » + *=!-(«* +e *). 



Diese Gleichung wird einfacher, wenn man die Abscisseuachse 

r 

um die Strecke Tz unter den Scheitel legt. Dann lautet Nr. 21: 



X X 



22) y = |(,*+, *). 



C. 

Die im Vorhergehenden behandelte Linie heisst bekanntlich 

Seilcurve, oder gemeine Kettenlinie. (Bezüglich ihrer 
Länge sehe man § 13.) 

Der in Nr. 22 vorkommende Parameter Iz ist im Sinne der 
Geometrie die Scheitelordinate ; im Sinne der Mechanik, 
laut Gleichung 15, das Yerhältniss der Scheitelspannung zum Ge- 
wichte der Längeneinheit des Fadens. 

Ist % bekannt, so hat man, gemäss 15, auch die Scheitel- 
spannung jTq. 

Femer, unter Benutzung von 11 und 22, die an dem all- 
gemeinen Punkte herrschende Spannung T als Function von Xj 
weil sec % durch tan r, also durch y ^ ausdrückbar ist, letzteres aber 
durch Differentiation von Nr. 22 sich ergiebt. 

Man erwäge (die Aufhängepunkte in gleicher Höhe voraus- 
setzend und Nr. 22 zu Grunde legend), wie sich der Parameter Ä 
bestimmen lässt, wenn gegeben sind: 

a) die Kettenlänge s und die Einsenkungstiefe ; 
/?) 8 und die Ordinate des einen Aufhängepunktes ; 
y) s und der Aufhängungswinkel, nämlich derjenige Winkel, 
welchen die am Endpunkte H der Kette liegende Tangente 
mit der Abscisseuachse bildet; 
S) Kettenlänge und Spannweite ; 
€) Einsenkungstiefe und Spannweite. 
Näheres hierüber und bezüglich anderer Punkte , welche die 
Seilcurve betreffen: Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen 
Mechanik, TheU I, S. 98—102 (Nr. 110 und 111) der 2. Auflage. 

D. 
Es möge nun vorausgesetzt werden, dass der Querschnitt q^ des 
in Betracht gezogenen Fadens veränderlich sei und zwar nach 
dem Gesetze 
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23) q = qocoB t^ 

in welchem ^o ^l^n Inhalt des Scheitelquerschnitts bedeutet. Ferner 
möge bekannt sein^ dass der Aufhängepunkt B (Fig. 67) die Co- 
ordinaten OB = a, BB = 6 habe, der Scheitel die Ordinate 0C= c. 
Im Uebrigen soll das unter B Angenommene gelten, also der 
Faden homogen sein und nur der Schwere xinlerliegen. 



Fig. 67. 



+7 



B 




Ausgehend von den Gleichgewichtsbedingungen Nr. 4 — 6 be- 
rechne man 

I. Art und Bestimmungsstücke derjenigen Linie, nach welcher 
der Faden sich krümmt, 
II. den Werth der an dem allgemeinen Punkte P (Coordinaten 
OP = x und P'P=y) herrschenden Spannung T; näm- 
lich T ausgedrückt durch a, b, Cj g^ e, qo und x ; 
III. den in P auf die Flächeneinheit kommenden Betrag 
der Spannung (als Function von a, 6, c, g, e und ip). 

Lösung. I. An die Stelle der Gleichungen 4 — 6 treten die 

Bedingungen 

dx\ 



24) 
und 
25) 



d 



( 



^37^=» 



d(^T-^)=gqo€dx, 



deren erste mit Nr. 7 übereinstimmt, also die Beziehungen 9 — 11, 
überhaupt das unter B, I, Ausgesprochene, liefert. 

Führt man Nr. 11 ein in 25, so ergiebt sich: 



26) 
oder 



d\^To^J=g€qodx, 
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was eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 

yf' = Constante 
ist. 

Wird Nr. 26 integrirt und dabei, die Constante anlangend, 

berücksichtigt, dass für rr = auch -^ = sein muss, so folgt : 

01 CO 

27) To^=geq,x. 

Nochmalige Integration giebt: 

wenn die in der Aufgabe genannte Bedingung 

29) yx=o = c 

bei der Constantenberechnung Ausnutzung findet. 

Nun erhält man die unbekannte Scheitelspannung T^y wenn 
man ftir Nr. 28 benutzt, dass y^ssh sein muss, wenn x = a ist. 
Das liefert: 

30) ^«-2(6=^- 
Hiermit geht 28 über in: 

Der Faden krümmt sich also nach einer gemeinen Parabel 
von selbstverständlicher Lage und der Halbparameterlänge 

welche bekanntlich sehr leicht construirt werden kann. 

n. Aus 11, 30 und 31 ergiebt sich für die im allgemeinen 
Fadenpunkte herrschende Spannung: 

33) T= 2^^ ^a* + 4(6-c)«a;S 

oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 

34) ^=27fi:?^ ,/a. + 4(6-c)(y-c). 

Es nimmt also« vom Scheitel aus, die Spannung stets zu und 
hat an den Aufhängepunkten den Werth 
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35) 



^-= 2^^ »'«•+*»-')'• 



36) 



(a* + 4[& — cpa;2), 



m. Auf die Flächeneinheit kommt der Betrag 
T^ ge 

q 2 a2 (6 — c) 
welcher ebenfalls die Eigenschaft besitzt, vom Scheitel ab. anaus- 
gesetzt zu wachsen. 



§ 50. Eromninng des Wasserspiegels an einer ebenen Wand. 

A. 

Für die Ordinate P' P deijenigen Linie c (Fig. 68), welche 
den senkrechten Durchschnitt eines Wasserspiegels an einer ebenen 
Wand darstellt, gilt, nach Hagen, die Gleichung 

1) 9= — 



yr 



*7 




In derselben bedeutet 
S die Spannung des Oberflächenelementes (welche als constant 

vorausgesetzt und auf einen Streifen von der Breite 1 

bezogen ist) 
y das specifische Gewicht der Flüssigkeit, 
r den Krümmungshalbmesser.^) 



*) Weisbach, theoretische Mechanik; § 405 und 407 der 5. Aufl. — 
Oder: Hagen, über die Oberfläche der Flüssigkeiten, S. 18. 
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Man soll aus Nr. 1 ableiten : 

I. die Ordinate y als Function des Winkels a/ünd der Steig- 
höhe hj welche letztere als gegeben vorausgesetzt wird; 
II. die Abscisse Xy ebenfalls als Function von a und Ji, 

Auch soll 

III, ermittelt werden, wie die Gleichung der Curve c, in der 
Form x = f(y)j lautet. 

Dass y = o ist, wenn a = Oy femer y = hf wenn a = 90®, 
möge fiir I als bekannt gelten. 

Lösung. I. Versteht' man unter s die Länge des Bogens 
HP, so ist 

Es gilt nämlich für den Krümmungshalbmesser bekanntlich 
die Gleichung 

wobei T. den Tangentenwinkel bezeichnet (also tan T = y ist); 
zwischen r und a aber besteht die Beziehung 

4) T = 3600 — a, 
mithin 

5) dr= — da. 

Beachtet man femer, dass 

dy 

sma= 7^ , 

as 

daher 

6) ds = -4^, 

so geht Nr. 2 über in 

7) r=- ^^ 



Bina da 

Wird das in die Gleichung 1 gesetzt und dann integrirt, so 
entsteht : 

8) _y3 = _ cosa + Ci, 

wobei Ci die Integrationsconstante bezeichnet. Sie folgt aus der 
Bedingung 

9) »a=0=0. 
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Durch Einfuhrung der Letzteren ergiebt sich: 



10) r=2|/|sin| 



13) 



y 2 

Um nun noch — loszuwerden und dafür 1% in die Gleichung 

y 

za bringen (was die Aufgabe verlangt)^ hat man die Festsetzung 

11) ya = 9oo = Ä 
auszunutzen. Sie liefert, gemäss Nr. 10: 

12) y=j/2Asin|, 

womit das unter I Geforderte erledigt ist. 

Anmerkung. Zu dem Ergebnisse 12 gelangt man 
selbstverständlich auch, wenn für den Krümmungshalb- 
messer der Werth 

_(i+yy 
y 

an Stelle von Nr. 2 oder Nr. 3 benutzt wird. Die zu 
integrirende Differentialgleichung lautet dann : 

14) y'dy'^^yfl + ^^Uy, 

ist also von der allgemeinen Form 

15) y"=-F{y,yy 

II. Um X als f {ccy h) zu erhalten^ wird man die aus der 
Figur ersichtliche Beziehung 

16) — dy = dx.taaa 

verwenden. Sie bietet die Möglichkeit, aus Nr. 12 zunächst dx 
als gp ((T; h) abzuleiten, dann aber x als f (a, h) durcli Integration 
zu gewinnen. Auf diesem Wege ergiebt sich: 

17) _^^y2hf'^^d^a. 
^ J tana 

Mit Benutzung der Formel 

^ nv c^ 2 tan w 

18) tan2w = 



1 — tan^ u 
hat man dann weiter: 
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Hieraus folgt, indem von der Beziehung 

20) rfZtanii;=-^ 

2 sint; 

Gebrauch gemacht wird: 

21) _;,; = -|jztan|+2co8|l + a, 

wobei C2 die Integrationsconstante bezeichnet. 

Letztere gewinnt man durch Verwerthung des Umstandes, 
dass x = ist, für a = 90^. Es liefert das: 

22) ^={l-j/2cos|+ 1 il^JÄ, 

^ ^"^ tan-r ' 

4 

was auch in der Form 

23) a; = |l-/2co8|-p|.z([/2+l]tan|)U 

gegeben werden kann. 

Gemäss Nr. 23 ist die X-Achse des Coordinatensystems 
Asymptote der Curve c, nämlich 

24) Xa=0 = 00 . 

III. Die Gleichung der letztgenannten Linie folgt ^ in der 
durch die Aufgabe verlangten Form, wenn man a aus 12 und 
23 eliminirt. Unter Benutzung der Formel 

. a 

^0} tan -T = 



4 a 

l + COSg 

ergiebt sich hierbei: 

26) , = H-V2¥:^^+^i^^^^^ 

B. 

Messungen, welche Hagen für Brunnenwasser angestellt hat, 
stimmen mit den vorstehenden Ergebnissen sehr gut überein. Man 
sehe hierüber: Weisbach, theoretische Mechanik, S. 910, wo 
aus jenen Messungen abgeleitet wird, dass 
27) 5=4,8 Milligramm 

die Spannung eines Oberflächenstreifens von 1 Millimeter Breite 
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ist. Es folgt Das aus Nr. 10 und der gemessenen Höhe Ji = 1,37 
Pariser Linien unter Benutzung des Verhältnisses: 1 Pariser 
Linie = 2,255 Millimeter. 



§ 51 Geradlinige Bewegung zufolge einer Kraft, welche dem 
Abstände von einem festen Punkte proportional ist.*) 

Ein Punkt P, von der Masse 1, befindet sich zu der Zeit t 
in dem Abstände OP=x (Fig. 69) von einem festen Centrum 
und hat zu jener Zeit die Geschwindigkeit v im Sinne PO. Er 
unterliegt der Wirkung einer beschleunigenden Kraft, welche der 
Entfernung x proportional ist und für x = l den Werth k^ hat. 

Anfänglich, also zu der Zeit Null, war der Punkt P in dem 
Abstände OA=^a in Buhe. 



Q 



Fiff.69. 



.:k' 
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I 
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\ 
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t 

ff 



/ 



'- ---''' 



Man soll 

I. die Veränderlichen x und v als Functionen von t 
berechnen, dann aber 

n. mittelst der für x und V erhaltenen Gleichungen angeben, 
in welcher Weise der Punkt P sich bewegt (hin und 
her schwingt), insbesondere ableiten : 

d) für welche Zeiten der Abstand x die Werthe Null, 
-|- a, oder — a hat, nämlich P sich in 0, Ä oder 
Äi befindet; 



*) Man vergleiche § 52, 53, 59, 60 und 61. 

Fahrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Tbl. IL 



15 
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ß) zu welchen Zeiten die Geschwindigkeit v gleich Null 
iat und zu welchen anderen sie ihre g r ö s s t e n oder 
kleinsten Werthe hat ; 

y) wieviel die S chwingun gs dauer beträgt, d. h., 
welche Zeit T der Punkt P braucht, um den ganzen 
Weg von A nach Ai und wieder zurück bis A zu 
durchlaufen ; auch, wie sich x und v durch T, t und 
a ausdrücken lassen; 

d) um wieviel diejenigen Zeiten sich unterscheiden, zu 
denen Pin derselben Schwingungsphase 
ist, also die Beträge von x und v, sowohl bezüglich 
der absoluten Werthe, als auch hinsichtlich der Vor- 
zeichen, wiederkehren. 
Endlich soll 

IIL gezeigt werden, wie sich die Ergebnisse geometrisch 
darstellen lassen und zwar entweder unter Benutzung 
des über A Ax als Durchmesser gezeichneten Kreises, 
oder wellenförmig laufender Linien, deren 
Abscissen die Zeiten sind. 

Lösung. I. Die Beschleunigung, welche p heissen möge, 
hat bekanntlich (siehe § 37, A) den allgemeinen Werth 

wobei s den zu der Zeit t zurückgelegten Weg bedeutet. 

Andererseits ist, der Aufgabe gemäss, 

2) jp = Ä2/p. 

Mithin lautet die Differentialgleichung der vorliegenden Be- 
wegung : 

3) d^ = ^^^' 
oder, wegen s = AP=a — xi 

4) d^ = -*^^- 



Um diese Gleichung, welche die Form x =f(x) hat, zu 
integriren, setzen wir*) 

*) Man vergleiche , wenn nöthig : Schlömilch, Compendium der 
höheren Analysis, Bd. 1, § 111 der 5. Auflage. 
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-. d'^x / dx 

'wobei 

n\ f dx 

ist, und haben dann, statt 5; 

7) ^'^=^_;k2^. 
^ dx 

Trennt man in Nr. 7 die Veränderlichen x und Xy führt die 
Integration aus und bestimmt hierbei die Constante mittelst der 
Bedingung, dass v gleich Null sein soll, wenn x den Werth a hat, 
80 ergiebt sich: 

8) t?==zpi \/a^ — x\ 

Daher folgt, gemäss Nr. 6, weiter: 

9) ^=±jy5^z:^ 

was, wie 7, abermals eine Differentialgleichung erster Ordnung ist. 

Wird Nr. 9 integrirt und die neue Constante aus der vor- 
geschriebenen Bedingung 

10) Xt=o^=a 
hergeleitet, so erhält man: 

11) a? = acosÄ;f. 

Nun ergiebt sich aus 11 und 6, oder auch aus 11 und 8: 

12) v^s^aJcsrnTct 

Durch die Grleichungen 11 und 12 ist der Abschnitt I der 
Aufgabe erledigt. 

Anmerkung. Lässt man bei der zweimaligen 
Integration der Differentialgleichung Nr. 4 die beiden Con- 
stanten einstweilen unberechnet, so folgt: 

13) x = A«m'kt-\'B(io&'kt 

Die Einführung der Bedingungen: für ^ = muss 

d X 
X = a und v = Oy al8O-7j = 0, sein, liefert dann die 

Werthe der Integrationsconstanten A und B, was Wieder 
auf 11 und 12 führt. Man unterlasse nicht, sich hiervon 
zu überzeugen. 

II. a. Die Gleichung Nr. 11 lehrt, mit der Anschauung 
in Uebereinstimmung : der Punkt P schwingt unaufhörlich um. dits 

15* 
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Centrum mit der Ausschlagweite (Amplitude) 0Ä= OÄi=a, 
Dabei ist 

14) x = 0, 

also P in 0, zu den Zeiten 

j.. TT 3 TT OTT 7 TT 

femer 

16) a; = + a, 

nämlich P an der Stelle A^ wenn 

17^ /_o ?i? i^ ^ 

endlich 

18) x = — a, 

daher P bei Ai . falls 

TT Stt OTT 

^^^ ^-¥' Ä: 'X' 

/?) Die Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt P sich bewegt, 
hat laut Gleichung 12 den Werth 

20) v = 

zu den Zeiten 

Jl) f-U, ^ , ^ , ^ , , 

also, gemäss 17 und 19, wenn P sich in A oder Ai befindet. 

Femer ist, nach jener Gleichung 12, die Geschwindigkeit am 
grössten, nämlich 

22) v = -{-aiy 

wenn 

^^^ ^~ 2Ä' 2Ä' 2Ä^ ' 

daher (vergl. Nr. 15) wenn P die Stelle auf dem Wege von 
A nach ^1 durchläuft. 

Endlich hat, gemäss Nr. 12, die Geschwindigkeit ihren 
kleinsten Werth 

24) v = — ahj 

falls 

^p,. 3 TT 7 TT IItT 

"^^^ ^~2Ä' 21' "^Ä"' ' 

d. i., wenn P auf dem Wege von Ai nach ^ bei vorüberkommt. 



Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 229 

y) Für* die Schwingungsdauer ergiebt sich : 

26) T=^. 

Sie ist also unabhängig von a, was besondere Beachtung verdient. 
Mit Benutzung von Nr. 26 hat man: 

2nt 



27) a; = a cos 



T"' 



^^^ 2 7ta . 27it 

28) t; = ^^sin-^, 

d) Zu den Zeiten, welche sich um ein ganzesVielfaches 

2^1 

von -TT- , also von T, unterscheiden, befindet sich der Punkt Pin 

derselben Schwingungsphase. Es ist, entsprechend Nr. 11 

und 12, 

(2 n7c\ 
t H xT" ) = aQo%h(t -{-nT^j 

30) v = ahsmh{f'\-nT), 
wobei 

31) w = 0, 1, 2, 3, 

in. Der in Nr. 8 vorkommende Ausdruck J^a^ — x^ bedeutet 
bekanntlich die Länge der Ordinate PQ (Fig. 69) des über AA^^ 
(als Durchmesser) beschriebenen Kreises. Es sind mithin die Ge- 
schwindigkeiten den betreiSTenden Ordinatenlängen proportional, 
können daher sehr leicht veranschaulicht werden. 

Die Bewegung von P auf dem Kreisdurchmesser AA^ ist 
identisch mit der Bewegung der senkrecht auf AAi genommenen 
Projection eines Punktes Q, welcher den Kreisumfang mit der con-, 

stauten Geschwindigkeit durchläuft. (Vergleiche Th. I, § 16, B.) 

Werden die durch Nr. 11 und 12 bestimmten Beträge von x 
und V als Ordinaten von Curven aufgetragen, deren Abscissen die 
Zeiten sind, so ergeben sich die in der Aufgabe unter III an- 
gedeuteten wellenförmigen Linien, welche die Centrum- 
abstände, bezüglich die Geschwindigkeiten, graphisch darstellen. 
Das Aufzeichnen jener Curven ist zu empfehlen. 
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§ 52. Freier Fall im Inneren der Erde. 

Man fasse unseren Planeten als homogene Kugel (Halbmesser a) 
auf und stelle sich vor^ dass durch den Mittelpunkt ein Schacht 
getrieben sei. In dem Letzteren möge , von der Oberfläche aus, 
ein Körper (materieller Punkt P, Masse 1) widerstandsfrei fallen 
und zwar ohne Anfangsgeschwindigkeit. 

Es soll berechnet werden, in welcher Weise die Bewegung 
jenes Körpers stattfinden muss, wenn der Schachtqucrschnitt so 
gering ist, dass er vernachlässigt werden darf, man daher die Erde 
als Yollkugel zu behandeln hat. 

Lösung. Die von der Erdmasse auf den im Schachte be- 
weglichen Punkt P ausgeübte Anziehung ist (laut § 34, B, II) 
dem Abstände vom Centrum proportional; also 

1) ]p = Jc^Xf 

wenn man mit p die Beschleunigung, mit k eine Constante und 
mit X den (allgemeinen) Abstand vom Mittelpunkte bezeichnet. 
Wird ferner unter g diejenige Beschleunigung verstanden, welche 
ßji der Oberfläche herrscht, so gilt (gemäss Nr. 1) die 
Gleichung : 

2) g = k^a; 
daher ist 

3) *=I/Z. 

' a 

Hiermit kommt die Lösung der Aufgabe zurück auf § 51« 

Es gilt also das dort Angegebene, nur ist stets 1/ — an die Stelle 

von k zu setzen. 

Für g und a können dabei, wenn es sich nur um Näherungen 
handelt, die Werthe 

4) g = 9,81 Meter, 

5) a = 6370,3 Kilometer*) 
Benutaning finden. 



*) Genaueres: Helmert, Theorien der höheren Geodäsie, Th. I, 
S. 68. — Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, Th. III, S. 33 der 
2. Auflage. 
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§ 53. Schwingungen eines elastischen Körpers. 

A. 

Wird durch irgend welche Kräfte ein Theilchen eines elasti- 
schen Körpers um die sehr kleine Strecke a, welche innerhalb der 
Slasticitätsgrenze liegt, aus der Gleichgewichtslage gebracht, dann 
aber der Wirkung der Molekularkräfte überlassen, so schwingt es 
um seine ursprüngliche Lage. 

Die beschleunigende Kraft p^ welche diese Schwinguügen ver- 
ursacht, ist jedenfalls eine Function desjenigen Abstandes Xy den 
das schwingende Theilchen zu der Zeit t von der Gleichgewichts- 
lage hat; also 

1) p = f(x). 

Denkt man sich diese Function durch eine nach Potenzen von 
ac fortschreitende Reihe ausgedrückt und beachtet, dass ftir x = 
auch jene Kraft gleich Null sein muss , mithin kein Glied ohne 
a> vorkommen kann, so ergiebt sich : 

2) p = CiX-{-C2X^+C3X^'^ , 

wobei die C unbekannte Coefficienten bezeichnen. 

Es soll angegeben werden, wie sich derartige Schwingungen 
analytisch behandeln lassen, wenn x so klein ist, dass in Nr. 2 
alle diejenigen Potenzen, welche höher sind als die erste, vernach- 
lässigt werden dürfen. 

Lösung. Es ist in diesem Falle 

3) p=CiX. 

Andererseits^ wenn man die Masse des schwingendeu Körper- 
theilchens gleich 1 nimmt und gehörig beachtet, dass die bewegende 
Kraft den Werth von x stets zu verkleinern strebt, 

(laut Theil I, § 12, Nr. 6). 

Die Differentialgleichung der zu behandelnden Bewegung lautet 
mithin : 

5) -^^=^G,x. 

Sie stimmt, wenn 

6) ci = y^ 

gesetzt wird, überein mit Nr. 4 des § 51. Mithin kommt wieder 
Alles auf das daselbst Angeführte zurück. 
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B. 
Beiapielsweise möge hervorgehoben werden^ dass in der unter 
A besprochenen Art Folgendes behandelt werden kann : 

a) die Bewegung eines leuehtendenPunktes und 
der durch sie hervorgerufene Zustand des Licht- 
äthers (Wellenbewegung einer Punktreihe) ; 

ß) die Längenschwingungen^ Querschwingun- 
gen und Torsionsschwingungen elastischer 
Fäden oder Stäbe; die aus solchen Schwingungen 
zu entnehmende Bestimmung von Elasticitätsmodeln. 

lieber a sehe man : N e u m a n n ; theoretische Optik (1885)^ 
S. 10 — 13; oder: Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, § 123 
bis 126 der 4. Auflage (v. J. 1882). 

Femer über ß: Weisbach, theoretische Mechanik, S. 1195 
bis 1201 der 5. Auflage (v. J. 1875).*) 



§ 54. Freier Fall mit Rücksiclit auf die Veränderlichkeit der 

Schwere, doch ohne Widerstand. 

Ein als Punkt von der Masse 1 behandelbarer Körper möge, 
ohne Anfangsgeschwindigkeit, von A aus (Fig. 70) nach der Erde 
^ zu fallen. Der Abstand Cä = a sei , ver- 

glichen mit dem Halbmesser GS = r der Erd- 
kugel (die homogen gedacht werden soll), so 
gross, dass auf die während des Fallens vor- 
liegende Veränderlichkeit der Anziehung 
Rücksicht genommen werden muss. Wider- 
stände mögen nicht in Betracht kommen ; es 
soll also nur die (variabele) Schwere wirken. 
Man ermittele (unter Benutzung von § 34, 
B, II, und § 37, A) zunächst diejenige Difie- 
rentialgleichung , welche für die zwisclien Ä 
und B stattfindende Bewegung gilt, wobei der 
in der Zeit t durchlaufene Weg Ä P mit s bezeichnet werden möge 
und, wie immer, die an der Erdoberfläche herrschende Beschleunigung 
der Schwere mit g. 



Fig. 70. 




*) In Bezug auf elliptische Schwingungen möge § 59 Beach- 
tung finden. 
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Hierauf berechne man, durch Integration jener Differential- 
gleichung, die Geschwindigkeit Vj ausgedrückt durch a, g, 
r und s , welche der Körper erwarb , indem er die Strecke A P 
durchfiel ; sodann die Z e i t ^, welche zum Durchlaufen jener Strecke 
nöthig war (ebenfalls durch die vorher genannten vier Grössen 
dargestellt). 

Endlich benutze man die erhaltenen Formeln zur Ableitung 
derjenigen Zeit T, nach welcher der fallende Körper an der Erd- 
oberfläche eintrifft, und derjenigen Geschwindigkeit V, mit 
welcher er dort anlangt. 

Lösung. Die bei P herrschende Beschleunigung hat, gemäss 
§ 34, B, II, den Werth 

Demzufolge gilt, laut § 37, A, fiir das Fallen bis zur Ober- 
fläche der Erde die Differentialgleichung: 

oder 

Nr. 2 ist von der Form 

4) s" = f(s). 

Benutzt man Nr. 3, trennt die Veränderlichen, integrirt und 
berechnet die Constante aus der Bedingung, dass v gleich Null sein 
muss, wenn s gleich Null ist, so ergiebt sich für die gesuchte Ge- 
schwindigkeit 

5) v = V ^^' r. 
Hiermit hat man (§ 37, Nr. 1, verwendend): 

6) ^ = ^J/I2^ 

dt r a{a — s) ' 

also, nach Trennung der Variabelen, 

7) y^ds = r]/^dt. 
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Wird die Substitution 

1 

8) s = asin* — ö 

benutzt*), so geht Nr. 7 über in 

9) acoa^^dde=:rl/^dt 

2 ^ a 

Die Integration dieser Gleichung liefert: 

wobei die Constante abgeleitet ist aus dem Umstände, dass für 
^ = 0, auch s = 0, mithin ö = 0, sein muss. 

Mit Ausnutzung von 8 hat man, statt Nr. 10, für die zum 
Durchfallen der Strecke s nöthige Zeit: 

11) <=^j/^(j/«(«-s) + «'«-C8m^i), 
oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 

12) t=J Ki (»/«(tt — s) + Y«arc cos ^ ^^ ) • 

Auf der Erdoberfläche kommt, laut Nr. 11, der fallende Körper 
an zu der Zeit 

13) r=i//g(KV(^^^+aarc8iB|/^) 
und, gemäss Nr. Ö, mit der Geschwindigkeit 



14) y^y^grja-f) 



Wird die durchfallene Höhe mit h bezeichnet, so nimmt Nr. 14 
die Form 

15) y=VW^ 

an und geht, wenn %, verglichen mit dem Erdhalbmesser, sehr klein 
ist, über in die aus der Physik allgemein bekannte Gleichung 

16) r=V2gh. 



*) Anmerkung. Die geometrische Bedeutung des Hilfs- 
winkels ergiebt sich leicht mittelst der aus 8 folgenden Gleichung 

1 a 

a — s = acos«y = -ö 0- + cos ö) , 

wenn der Kreis Beachtung findet, für welchen ÄC ein Durchmesser ist. 
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§ 55. Bas Fallen unter Widerstand, bei nichtveränderliclier Schwere. 

A. 

Die Höhe AS (Fig. 70, auf Seite 232) möge so klein sein, 
verglichen mit dem Erdhalbmesser, dass man auf die Veränderlich- 
keit der Schwere nicht Bücksicht zu nehmen braucht. Hingegen 
soll der durch den fallenden Körper (Punkt \ron der Masse 1) zu 
überwindende Luftwiderstand in Betracht kommen. Es möge 
vorausgesetzt werden, dass Letzterer dem Quadrate der Greschwindig- 
keit V proportional sei und für die Einheit. von v den Werth gx habe. 

Die Bewegung soll wieder (vergleiche § 54) zu der Zeit Null 
an der Stelle A ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnen. 

Man berechne: 

I. die von dem fallenden Körper nach Ablauf der Zeit t er- 
worbene Geschwindigkeit^;; 
IL den während dieser Zeit durchlaufenen Weg AP=s*^ 

III. V als Function von s ; 

IV. diejenige Höhe Ä, aus welcher der Körper herabfallen 
muss, wenn er mit der vorgeschriebenen End- 
geschwindigkeit u auftreffen soll ; 

V. die Zeit T, welche er braucht , um eine gegebene 
Höhe j? zu durchfallen. 

Lösung. L Den gemachten Voraussetzungen zufolge hat 
die Beschleunigung den Werth 

1) p = g — (xv\ 

Mithin lautet , gemäss § 37 , Nr. 3 , die Differentialgleichung der 
vorliegenden Bewegung: 

2) _ = ^-^..S 
oder, wenn Nr. 2 des § 37 benutzt wird, 

3) — = g-^cv\ 
Setzt man in dieser letzten Gleichung 

4) -^ = Ä;S 

9 

trennt die Veränderlichen und integrirt, so ergiebt sich zunächst : 
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Zerlegung des Nenners in Factoren und Spaltung in Fartial- 

brüche liefert dann: 

_ 1 e^^''-l 

wobei die Constante der Integration abgeleitet ist aus der Bedingung^ 
dass für t gleich Null, auch v gleich Null sein soll. 
Nr. 6 lässt sich in den Formen 

_ 1 e^^^ — e~^*^ 

und 

geben. 

Es nähert sich, laut 6, 7 und 8, die Geschwindigkeit mehr 

und mehr dem Werthe ^r- , also ]/ — • 

Je ' /il 

IL Gemäss § 37, Nr. 1 , giebt nun die Gleichung 7 : 

gkt ß— fl'*' 



dt. 



1 fe'*' 
^ ^"^IcJ e^'-{- e-<"" 

Hieraus folgt: 

^^> * = ^^ 2 ' 

wenn die Bedingung 

11) S/=o = 

bezüglich der Constantenberechnung Ausnutzung findet. 

III. Um die Geschwindigkeit v als Function von s zu erhalten, 
benutzen wir die Differentialgleichung Nr. 2 in der Form: 

12) H^ = ,(l-*««*). 

Wird dieselbe integrirt und bei der Constantenbestimmung der 
Umstand berücksichtigt, dass s und v gleichzeitig zu Null werden, 
so ergiebt sich : 

13) v = ^yi-e-^9'''* 

iC 

IV. Hieraus entnimmt man für die Höhe h, aus welcher der 
Körper fallen muss, um mit der Geschwindigkeit u aufzutreffen, 
den Werth: ^ 

14) Ä^öir« 



2g}c* !—**«» 



Differentialgleichangen zweiter Ordnung. 237 

V. Endlich folgt für die Zeit Tj welche zum Durchfallen der 
vorgeschriebenen Höhe H nöthig ist^ 

B. 
Man unterlasse nicht anzugeben^ wie der CoefBcient Tc mit Be- 
nutzung einer der vorausgegangenen Gleichungen experimentell, 
also durch auszufahrende Messungen, bestimmt werden kann. 

Ferner wende man die unter A gewonnenen Ergebnisse auf 
den Fall 

16) /u = 

an, wobei die §§ 50, 77 und 78 des ersten Theiles dieses Werkes 
in Betracht kommen. 



§ 56. Wurf, senkrecht nach oben, mit Widerstand. 

Von der Erdoberfläche aus soll ein Körper (Punkt, Masse 1) 
mit der Anfangsgeschwindigkeit c senkrecht in die Höhe geworfen 
werden. Dabei mögen bezüglich der Schwere und des Luft- 
widerstandes die im vorigen Paragraphen gemachten Voraus- 
setzungen gelten; auch soll die Zeit t wieder vom Beginne der 
Bewegung an gezählt sein. Man leite ab : 

I. die Geschwindigkeit t;, welche der im Sinne B A 
der Figur 70 (Seite 232) aufsteigende Körper zu der 
Zeit t hat; 
n. den durchflogenen Weg s = S P als Function von t, wie 
auch als solche von v; 

in. die „Steighöhe" BÄ = S und die zugehörige „S t e i g - 
zeit" T, wobei Ä denjenigen Punkt der Bahn bezeichnet, 
an welchem der geworfene Körper umkehrt; 

rV. die Geschwindigkeit Vi, mit welcher er wieder an der Erd- 
oberfläche anlangt; endlich das Verhältniss von Vi zu c» 

Lösung. I. Die Differentialgleichung der Bewegung des 
aufsteigenden Körpers lautet (vergleiche § 55, Nr. 2 und 3): 
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Macht man wieder (§ 55, 4) Gebrauch von der Abkürzung 

2) ^ = Ä2 

und integrirt; so* ergiebt sich : 

3) arc tan Z; V = Ci — gh t, 
also 

4) Jcv = tsiu(Ci — gJct). 

Nach einem bekannten Satze der Goniometrie ist das so 

viel, wie 

-. , tan Ci — tanflfZ;^ 

5) kv:=-:r-, — ^—p^ ^—T-^' 

^ 1 -[- tan Gl tan gJct 

Wird nun die Integrationsconstante Ci aus der Bedingung 

6) Vt=o=c 

abgeleitet, so folgt für die zu der Zeit t herrschende Geschwindigkeit : 

„. 1 cJc — t&ngJct 

^ h l-^-ckt&ngkt^ 

was auch in der Form 

^. 1 c Je cos g Jet — sing Jet 

' Je cJcsijigJzt-\-Qo^gJct 

gegeben werden kann. 

II. Mit Ausnutzung von Nr. 8 (und § 37, Gleicliung 1) 
findet man: 

9) s^=-^HQosgJet-\-cJeBmgJef)y 

wobei die neue Integrationsconstante aus dem Umstände berechnet 
wurde, dass s gleich Null sein muss, wenn t gleich Null ist. 

Ferner ergiebt sich die erstiegene Höhe leicht als Function 
von 17, wenn die Differentialgleichung der Bewegung in der Form 

10) ^ = -Sf(l + Äät;ä) 

zur Anwendung gelangt. Integration von Nr. 10 liefert nämlich 
sofort : 



11) „- 1 y i+^'c« 



wenn bei der Constantenberechnung die zu erfällende Bedingung 

12) s,=c = 

gehörige Berücksichtigung findet. 
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III. Für die ^^Steighöhe'^ und die ,,Steigzeit'' entnimmt man 
den Gleichungen Nr. 11 und 8 die Werthe: 

13) s=^ja+cH'), 



bezüglich 
14) 



2sf*^ 



T= -TT- arc tan c h 
gh 



IV. Die Geschwindigkeit Vi, mit welcher der Körper wieder 
in jB (Fig. 70) eintrifft, ergiebt sich, wenn S in die Gleichung 
13 des vorigen Paragraphen eingefiihrt wird. Man erhält hierdurch : 

c 



15) 



t?i = 



Es verhält sich also die Geschwindigkeit des Zurückkommens 
zu der des Aufsteigens, wie 1 zu yl -j- c^A^. *) 



§ 57. ScMefer Wurf ohne Widerstand. 

Mit der Anfangsgeschwindigkeit 'c und unter dem Erhebungs-^ 
Winkel ROT='y (siehe Fig. 71) möge ein Körper (Punkt, 









P' S' 



Masse 1) von der Stelle aus geworfen sein. Es soll ange- 
nommen werden, dass nur die Schwere wirke, dass also Wider- 
stand nicht in Betracht komme. 

Dann haben die beschleunigenden Kräfte px und pyy welche 
im Sinne der durch die Fig. 71 angegebenen Coordinatenachsen 
wirken, die Werthe 

1) Px = 0,py—'-g. 



*) Näheres über die im Vorhergehenden behandelte Wurfbewegung : 
Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, Theil II, Nr. 33 
der 2. Auflage. 
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Dalier lauten (gemäss Th, I^ S. 26) die Differentialgleichungen 
der Bewegung: 



2) 



"'-=0,^ = -,, 



dt^ ■ dt* 

oder, wenn die in den Richtungen der positiven Coordinaten vor- 
handenen Geschwindigkeiten mit Vx und Vy bezeichnet werden : 

^) 'dt-^'Ht- ^' 

Von diesen Gleichungen ausgehend (und die Zeit selbstver- 
ständlich vom Beginne der Bewegung an zählend) gelangt man^ 
in der aus den vorhergehenden Paragraphen ersichtlichen Weise, 
leicht zu den unter I bis IX folgenden Ergebnissen^ deren Ab- 
leitung hiermit verlangt sein möge. 

I. Parallel zum Horizonte OX (Fig. 71) hat der ge- 
worfene Körper die unveränderliche Geschwindigkeit 

4) i;^. = c cos y ; 
im verticalen Sinne die veränderliche 

5) i;y = csiny —gt 

Letztere ist anfanglich positiv^ wird zu Null in dem Augenblicke 

6) ^=^^ 

9 

und hat dann negative, dem absoluten Werthe nach immer wachsende 
Beträge, welche leicht durch eine Gerade graphisch dargestellt 
werden können, indem man t und Vy als rechtwinklige Coordinaten 
auffasst. 

II. Für die in der Richtung der Bahn (genauer gesagt: 
ihrer Tangente) herrschende Geschwindigkeit v gilt die Gleichung : 

7) v=]/c^—2cgtBxay-]-g^tK 

Sie lehrt , dass v anfönglich abnimmt , zu der durch Nr. 6 
genannten Zeit den Minimalwerth 

8) Vmm = c COS y 

erreicht und dann stets . wächst. 

Bei Anwendung rechtwinkliger Coordinaten {t und v) fiihrt 
die graphische Darstellung der Bahngeschwindigkeit auf eine Kegel- 
Schnittslinie. 



c« 
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III. Zu der Zeit t befindet sich der geworfene Körper an 
einer Stelle P (Fig. 71) deren Coordinaten, OP^ =x, P'P = y, 
die Werthe 

9) x = ctQo^ y, 

10) y = ct&\nY—-^gt^ 

haben. 

IV. Die Bahngleichung lautet: 

Q X^ 

11) y = a;tany— -^r-f — r— ; 

oder^ wenn die zu der Anfangsgeschwindigkeit c gehörende Ge- 
schwindigkeitshöhe 

12) h = ^. 

eingeführt wird : 

13) y = xiAuy -^. 

Hiernach ist die Flugbahn eine gemeine Parabel^ deren 
Achse senkrecht steht und deren Halbparameter die Länge 

^ 4N c*cos*y 

14) p = '- 

9 
hat. 

Die Scheitelcoordinaten OS und /S'/S, welche a 

und h heissen mögen, haben die Werthe 

c ^ sin ^ y 

15) a= — s — ^=Äsin2y, 

2g 

16) i=^l^LL=Um^y. 

2g 

V. Die „ W u r f h ö h e" ist gleich h ; die „W urfweite" 
{OR der Fig. 71) gleich 2 a. Letztgenannte Strecke wird (bei 
gegebener Anfangsgeschwindigkeit) für y = 45^ am grössten, 
nämlich gleich 2 h. Die Wurf höhe beträgt dann die Hälfte von h^ 
also ein Viertel der Wurfweite. 

VI. Zu Erb ebungs winkeln, welche um gleichviel von 45 Grad 
abweichen, gehören gleiche Wurfweiten. 

VII. Soll die vorgeschriebene Stelle Q^ deren Coor- 
dinaten Q' und Q'Q wir | und tj nennen wollen, bei gegebenem 
Erhebungswinkel y getroffen werden, so muss man mit der 
Anfangsgeschwindigkeit 

Fährmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechniing. Th. II. 16 
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17) o=j-i/; 

CftS V f ! 



Gosy' 2(^tany — rj) 
werfen^ welche aber nur beim Erfulltsein der Bedingung 

18) |<tany 

reell und endlich ist. 

Handelt es sich z. B. darum; unter einem Winkel von 55^ 30' 
diejenige Stelle zu treffen, der die Coordinaten ^ = 1000 Meter 
und Tj = 200 Meter zukommen^ so muss die Anfangsgeschwindigkeit 

19) c= 110,4 Meter 
zur Benutzung gelangen« 

VIIL Wenn Q bei vorgeschriebener Anfangsge- 
schwindigkeit c getroffen werden soll, so ist der nothwendige 
Erhebungswinkel y durch die Gleichung 

20) tany = \ ^^ ^ 

bestimmt, wobei h wieder die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe 
(12) bedeutet. 

Aus Nr. 20 folgt, dass man die Stelle Q im Allgemeinen 
unter zwei Winkeln treffen kann und dass dieselben für 

21) | = 2»/ä(ä-j?) 

in einen übergehen. 

Ueberschreitet ^ den durch Nr. 21 genannten Werth, so ist 
es unmöglich Q zu treffen; ebenso dann, wenn 

22) iy>Ä. 

IX. Wird gefordert, dass der geworfene Körper nach Ablauf 
der vorgeschriebenen Zeit t bei Q ankomme, so muss er 
mit der Anfangsgeschwindigkeit 

23) ^_vw+M±i^ 

unter dem Winkel 

24) y = arctan ^ '/ 

in abfliegen. 

Anmerkung. Erweiterungen des im § 57 Be- 
handelten sehe man in der zweiten Auflage des zweiten 
Theiles der vom Verfasser dieses Buches veröffentlichten 
„Aufgaben aus der analytischen Mechanik^' auf Seite 58 
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bis 65 unter Nr. 66 bis 73. — Zahlenbeispiele, 
welche sich auf Wasserstrahlen und die zugehörigen 
Druckhöhen beziehen, enthält Weisbach-Herr- 
mann' s „Theoretische Mechanik" auf S. 119 und 120 
der 5. Auflage. 

§ 58. Schiefer Wurf mit Widerstand. 

A. 

Es soll vorausgesetzt werden, dass bei der zu untersuchenden 
Bewegung ein Widerstand vorliege, welcher der Geschwin- 
digkeit proportional ist und für die Einheit derselben den 
Werth h hat. Im Uebrigen möge das am Anfange des vorigen 
Paragraphen Genannte gelten. Auch soll die Fig. 71 (Seite 239) 
wieder Benutzung finden und das dort angegebene Coordinatensystem 
zur Verwendung gelangen. 

Dann lauten (gemäss Th. I, S. 26) die Differentialgleichungen 
der Wurfbewegung: 

Man gebe, hiervon ausgehend, die Ableitung des im Nach- 
folgenden unter I bis VI Gefassten. 

I. In den Richtungen der positiven x und y hat der geworfene 
Körper zu der Zeit t die Geschwindigkeiten 

2) V:o = Cxe-^^, 

bezüglich 



3) Vy=^|(? + *^)e-*'-fl'| 



wobei Cx und Cy die in den genannten Achsenrichtungen vorhandenen 

Anfangsgeschwindigkeiten sind, also 

4) Cx = c Gos y, Cy = c sin y 

ist. 

Aus Nr. 2 folgt, dass Vx fortwährend abnimmt (nach einer 

geometrischen Reihe) und dass es gegen Null convergirt, wenn die 

Zeit t ins Unendliche wächst. 

Laut Nr. 3 hat Vy anfänglich positive Werthe, wird gleich 

Null zu der Zeit . , _ 

5) ^=i^^^ 

K g 

ist nachher negativ und geht für < = oo in — ~ über. 

16* 
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II. Im Sinne der Bahntangente herrscht die Geschwin- 
digkeit 

6) v = jl/clkU-»'-^{(g + hc,)e-'' — gy. 

Sie convergirt gegen die Grenze ^ • Es wird also die Be- 

wegung einer gleichförmigen immer ähnlicher. Der Wider- 
stand (kv) nähert sich mehr und mehr dem Werthe g, also der 
Beschleunigung der Schwere. 

in. Die Coordinaten desjenigen Ortes P (Fig. 71), 
an welchem sich der geworfene Körper zu der Zeit t befindet, sind 

7) a;=|(l-e-*0 
und 

Hieraus folgt: 

10) y,=oo = — 00. 

Es besitzt mithin die Flugbahn eine Asymptote, welche 

senkrecht liegt und um die Strecke -^ von dem Anfangspunkte 
absteht, 

IV. Die Gleichung der Wurflinie lautet: 

11) ,= i|l^._£,_^}. 

V, Der Scheitel S, also der höchste Punkt der Bahn, 
hat die Coordinaten: 



g -\- KCy 



und 



13) l = ^^\^lcc-gli±^\- 



VI. Letztgenannter Werth ist mit dem der „Wurf höhe" 
identisch. 

Die „Wurfweite" Wj nämlich die Strecke' OB der Fig. 71, 
ergiebt sich für jeden besonderen Fall aus der transcendenten 
Gleichung : 
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14) 



i±J^w-ll 



Cx 



h Cx — i «7 



= 0. 



Dass 



15) fc?<2a 

ist (vergleiche § 57, V), folgt aus Nr. 11. Wird nämlich hier 

16) x = 2a 
gesetzt und 7^ für y geschriehen, so entsteht: 



17) 



Fär 



**1 9 — ^<h] 



18) liCt>g 

fällt Das imaginär aus ; es giebt also dann keinen Flugbahnpunkt, 
welcher zu der Abscisse 2 a gehört. Für 

19) hc, = g 

wird ^^ — 00 , was, mit Rücksicht auf Nr. 10, selbstverständliche 
Bedeutung hat. Ist schliesslich 

20) kc, <5r, 

SO liefert Nr. 17 zwar ein reelles und endliches, aher ein nega- 
tives Tj, Da nämlich Letzteres in der Form 

hCy 
I — I — 



21) 



V = 



2^ 






1 — 



gegeben werden kann, so hat man, unter Benutzung des bekannten 

Satzes *) 

1 A + x 1 . 1 . , 1 



22) 



l^ = T^ + -3^''+-5** + 



dessen Giltigkeitsbedingung 

23) —\^x<^+\ 

erfüllt ist, 

es liegt also der zu der Ahscisse 2 a gehörende Flughahnpunkt 
unter dem Horizonte. 



*) Schlömilch, Gompendium der höheren Analysis, Band 1, § 46 
der 5. Auflage. 



■^ 
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B. 

Wird bezüglich des Widerstandes angenommen^ dass er der 
zweiten Potenz der Geschwindigkeit proportional sei ; so gelten 
fiir die Wurfbewegung die Differentialgleichungen : 

Ihre Behandlung macht weit mehr Schwierigkeiten, als die 
der Gleichungen Nr. 1. Für die Praxis empfiehlt sich die An- 
wendung von Näherungen. Man sehe hierüber (auch in Bezug auf 
Zahlenbeispiele) etwa folgende Literatur: Fuhrmann, Aufgaben 
aus der Mechanik, Theil H, S. 83—87 (Nr. 87 und 88) der 
2. Auflage. — Ritter, Lehrbuch der analytischen Mechanik, § 37 
der 2. Auflage. — Schell, Theorie der Bewegung und der 
Kräfte; Band 1, S. 368 — 373 der 2. Auflage. (Hier ist das 
„ballistische Problem*' zunächst unter der Voraussetzung 
behandelt, dass der Widerstand gleich a-\- ßv^ sei, wobei a und ß 
constant^ Grössen bezeichnen. Auch wird auf die betreffenden Ar- 
beiten von J o h. und Nie. Bernoulli, Jacobi, Legendre 
und Neil verwiesen.) — Weisbach-Herrmann, theoretische 
Mechanik, § 541 der 5. Auflage. 

§ 59. Gentralbewegimgen« 
A. 

Ein Punkt (Masse 1) möge von einem festen. Centrum 
(Fig. 62 auf S. 176) proportional der Entfernung OP-=r der- 
artig angezogen werden , dass für r = \ diese Anziehung 22 den 
Werth h^ hat.*) 

Es soll die Bewegung zu der Zeit Null an der Stelle A-, die 
um a von abliegt, mit einer Anfangsgeschwindigkeit c begonnen 
haben, welche unter dem spitzen Winkel a gegen die feste Gerade 
OTJ gerichtet war. Ferner möge Alles auf ein rechtwinkliges Co- 
ordinatensystem bezogen werden, dessen positive X-Achse mit OTJ 
zusammentut und dessen positive IT- Achse, durch gehend, nach 
oben gerichtet ist. 

Widerstand soll nicht vorhanden sein; nur die Anziehung H 
möge wirken. 



*) Man vergleiche die §§ 51—53 (geradlinige Schwingungen 
betreffend). 
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Dann haben die beschleunigenden Kräfte px und py,- welche 
in den Richtungen der positiven Coordinaten thätig sind; die Werthe 

1) Px = — i* r cos ö = — k^x 
und 

2) Py = — h^r sin 6 = — k^y. 

Mithin lauten (Th. I; S. 26) die Differentialgleichungen der 
Bewegung : 

bezüglich 

*> -^ =-*■»-• 

Sie führen (wenn man so verfahrt ^ wie es im § 51 gezeigt 
worden ist) zu den unter I bis V genannten Ergebnissen, deren 
Ableitung hierdurch gefordert wird. 

L Die Geschwindigkeiten, mit denen sich der Punkt 
im Sinne der positiven Coordinaten und in seiner Bahn bewegt, 
haben , wenn er sich an der allgemeinen Stelle P (x, y) befindet, 
die Beträge 

5) Vx = ^V{a^'k^ + cl) — 'k^x^y 

6) vy = ± ycj — Ic^ y«, 

7) v=}/{a^h^ + c^)^k^rK 
Dabei ist 

8) r« = fl;« + y« 
und 

9) Cx = c cos a, Cy = c sin a, 

es sind also Cx und Cy die Anfangswerthe von Vx und Vy. 

II. Zu der Zeit t befindet sich der Punkt an dem durch die 
Coordinaten 

10) X = -jp sin kt-\' a cos k f, 

11) y = ^Bmkt 
bestimmten Orte. 

III. Femer hat er zu jener Zeit die Geschwindigkeiten: 

12) Vx = CxOoskt — ak sin k f, 

13) Vy = Cy cos k tj 

14) V = y\c coBkt)^ — akcxsm2kt+ {akünkt)^ 
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lY. Die Bahngieichung lautet: 

15) clx^ + {cl + an^)y^ — 2ca:CyXy — a^ c§ = 0. 
Oder in Polarcoordinaten : 

16) r^^ "^ 



a*i«sin2e + c*sin«(a — 0) 
Der Punkt bewegt sich mithin in einer Ellipse, deren 
Centrum in liegt und deren grosse Achse mit der Richtung OA 
einen Winkel o) bildet; welcher der Bedingung 
^_. ^ 2cxCy c* sin 2 a 

17) *''''^'^ — a«P + c*-Cy*~a«*»4-c«cos2a 
genügt. Die Halbachsenlängen können der Gleichung 16 entnommen 
werden. 

y. Zu einem ganzen Umlaufe braucht der Punkt die Zeit 

18) T=^- 

Sie hängt, was besonders hervorgehoben werden möge^ nicht ab von 
a, c und a. 

Ferner ist diese fiir elliptische Schwingungen er- 
forderliche Zeit derjenigen gleich, welche für geradlinige Giltig- 
keit hat. (Man sehe § 51, Gleichung 26.) 

B. 

Zur Erweiterung Desjenigen, was unter A gefasst wurde, sei 
die Benutzung folgender Literatur empfohlen : Ritter, analytische 
Mechanik, § 38 der 2. Aufl. — Schell, Theorie der Bewegung 
und der Kräfte, S. 377 (§ 12) der 2. Aufl. des 1. Bandes. — 
Weisbach-Herrmann, theoretische Mechanik, S. 1236 — 1239 
der 5. Aufl. — Hier wird auch gezeigt , wie die elliptische 
Bewegung sich auf Bewegungen einfacherer Art zurückführen 
lässt und (Weisbach, S. 1239) welche Beziehung sie zu den 
Wasserwellen hat. 

Ueber andereCentralbewegungen, insbesondere über 
die nach dem Anziehungsgesetze 

19) R = k^r-^ 

erfolgende Bewegung der Planeten, sehe man § 37 , E ; 
ferner das soeben genannte Ritter' sehe Werk auf Seite 100 — 110, 
das SchelTsche auf S. 373-376 und 378—387 des 1. Bandes; 
endlich: Fuhrmann, Aufgaben aus der Mechanik, Nr. 83 und 
84 der 2. Auflage des II. Theiles. 
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§ 60. Das Ereispendel. 



A. 



Sehr kleine Schwingungen. 
Durch eine masselose Gerade ^ deren Länge gleich a ist, sei 
ein Punkt P, von der Masse 1^ mit einem festen Drehpunkte C 
(Fig. 72) zu einem Kreispendel verbunden. Zu der Zeit Null 




möge die Bewegung in J? ohne Anfangsgeschwindigkeit begonnen 
haben ; in der Zeit t soll der Weg S P durchlaufen worden sein. 
Wir bezeichnen die Längen der Bögen AP und A3 mit s und &, 
die zugehörigen Ausschlagswinkel ÄCP und ÄCS mit a und ß. 
Vorausgesetzt werde ^ dass keine andere Kraft wirke, *als die 
Beschleunigung g der Schwere. Letztere ist zerlegbar in zwei 
Componenten, von denen die eine normal zur Bahn (in der 
Richtung CP) wirkt, folglich aufgehoben wird, die andere tan- 
gential, also den Punkt P treibend. Die Letztgenannte hat den 
Werth g sin a. Mithin lautet (gemäss Th. I, § 15) die Differential- 
gleichung der Bewegung: 



1) 
oder 

2) 



dt^ 



= g sm a, 



d^s 
dt^ 



= — ^ sin a. 



Wir wollen nun zunächst Schwingungen voraussetzen, welche 
so klein sind, dass die Sinuswerthe aller in Betracht kommenden 
Ausschlagswinkel durch die zugehörigen Bogenlängen (auf den Halb- 
messer 1 reducirt) ersetzt werden dürfen (was , streng genommen, 
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nur für unendlich kleine Schwingungen zulässig ist). Dann 
geht Nr. 2 über in 

Ausgehend von dieser Differentialgleichung soll berechnet werden 
I. die Geschwindigkeit v^ welche in der Richtung der Bahn- 
tangente herrscht, wenn P um die Bogenlänge s von ^ 
entfernt ist; 
U. die zum Durchlaufen von S P nöthige Zeit t als Function 
von s oder a ; ferner die Bahnlänge s als Function von t ; 
auch JBP als q) (t). 
Endlich soll man 

III. die unter I und II gefundenen Werthe von v und t ge- 
hörig deuten, insbesondere die für eine ganze Schwingung 
BÄSi nöthige Zeit, welche T heissen möge, angeben. 

Lösung. I. Ans Nr. 3 folgt, wie im § 51, auf welchen 
überhaupt hiermit verwiesen sein möge : 

4) v = ±}/j-{¥-s% 

oder, was auf Dasselbe hinauskommt, 

5) v = ± Vag(jß^—a^). 
II. Nun ergiebt sich, weil 

^> "=-11 

ist, mittelst nochmaliger Integration : 

a 

9 " & ^ '^ 9 J 

als Zeit för das Durchlaufen des Bogens SP» 

Gemäss Nr. 7 hat man: 



r7\ f—\/^ ^ \/ ^ 

7) P — 1/ — arc cos — = 1/^ — arc cos 



8) s = &cos|/-^ 



t 

^ a 

und 

9) Bogen BP =21 sin2 ^j/ 1- f. 

III. Die Gleichung 4 sagt : v ist proportional der Länge der 
einen Kathete eines Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich dem Bogen 
AB und deasen andere Kathete gleich dem Bogen AP. 
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Durch die Stelle A geht P mit der Geschwindigkeit 

10) Vs^o^±y-^b. 

Nr. 7 lehrt : Die zum Darchlaufen der Bahnlänge BP nöthige 
Zeit ist proportional demjenigen Bogen^ dessen Cosinus gleich dem 
Verhältniss der Bogenlängen AP und AS. 

Zur Ausführung einer ganzen Schwingung BASi braucht das 
Pendel die Zeit 

11) T=7rl/^. 

Sie hängt nicht ab von der Ausschlagweite b* (Isochronis- 
mus der Schwingungen.) 

Bei verschieden langen Pendeln verhalten sich, laut Nr. 11, 
die Schwingungszeiten wie die Quadratwurzeln aus den Pendellängen. 

B. 
Grössere Schwingungen. 
Wenn Pendelschwingungen untersucht werden sollen, welche 
nicht so klein sind, dass man die Sinuswerthe mit denen der Bogen- 
längen (für den Halbmesser 1) vertauschen darf, so ist die Gleichung 2, 
an Stelle von Nr. 3, der Rechnung zu Grunde zu legen. 
Wegen 

12) s = a Oj 
geht dieselbe über in 

13) 3ir = "— ~sin(T, 
^ dp a ^ 

oder 

&d& 
Wird die linke Seite auf die Form -^ — gebracht, so erkennt 

da 

man leicht, dass 

itix {äay 2g , ^ 

lo) l -^rr ) = -^ cos (y + Constante 

\dt / a 

der Gleichung Nr. 14 genügt 

Die Constante anlangend, gilt hierbei Folgendes: Wegen 

Nr. 12 ist :, -i , 

da 1 ds 

dt a dt ' 
mithin, laut 6, 



1 
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iß\ da 1 

also gleich dem negativen Werthe der Winkelgeschwindigkeit. 

Für = ß, wird v = ; daher giebt hierfür die Gleichung 15 : 

17) = ^ cos /? + Const. 

Folglich besteht, laut 15 und 17, die Beziehung 

oder, gemäss 16, 

— = -^ (cos a — cos ß\ 

Es ist also die Geschwindigkeit 

19) t; = ± /2 a gf (cos a — cos /?), 

20) v = ±}/2g.DEj 
dem freien Falle entsprechend. 

Beducirt man die Gleichung 18 auf dt und integrirt (unter 
Benutzung einer Reihe) zum zweiten Male, so ergiebt sich, an 
Stelle von Nr. 11: 



21) r=„|i+(iy™.|+(L|y.. 



2 



Oder, wenn man die Fallhöhe DA mit h bezeichnet, wo dann 

^ a — h 

. ^ ß 1 — cos/? a 
sm* — — — 



2 2 2 2a 



ist: 



Durch Vergleichung von 21 oder 22 mit 11 lässt sich leicht 
ermitteln, in welchem Umfange von der zuletzt genannten Gleichung 
Gebrauch gemacht werden darf, ohne dass die Fehler zu gross sind. 
Es soll hierauf und auf die Ableitung von Nr. 21 (aus 18) nicht 
näher eingegangen werden. 
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Wer bezüglich jener Ableitung Näheres kennen lernen will^ 
der benutze : N e u m a n n , theoretische Physik , S. 36 — 38 ; wer 
sich unterrichten will, wie die elliptischen Functionen für 
die Theorie des Pendels Benutzung finden können, der sehe : D u - 
hamel, analytische Mechanik, Bd. 1, S. 371 — 375. Wer Nach- 
weise wünscht, bezüglich der vielseitigen Anwendbarkeit des 
Pendels, der lese § 13 des oben genannten N e u m a n n ' sehen 
Buches; ferner: Günther, Geophysik, Bd. 1, Seite 171 — 181 
(wo man auch werthvoUe literarische und geschichtliche 
Angaben findet), 

§ 61. Innere Reibung fester Körper. 

Wenn man einen senkrecht aufgehängten, unten beschwerten 
Draht tordu*t, also um seine Achse dreht, so macht er um letztere 
Schwingungen, deren Amplituden immer kleiner werc^en und zwar 
weit schneller, als es durch die alleinige Wirkung der äusseren 
Widerstände veranlasst sein könnte. 

Die die Bewegung verursachende (verzögernde) Kraft besteht 
aus zwei Theilen, von denen der eine zu jeder Zeit t proportional 
ist dem Winkel g), um welchen der Draht zu der genannten Zeit 
von der Gleichgewichtslage abweicht, der andere proportional der 
Geschwindigkeit 

"- dt ' 

welche in dem betreffenden Augenblicke herrscht.*) Es gilt för die 
Beschleunigung die Gleichung 



1) ^=-(*>+^'t). 



wobei Je und e constante Grössen bezeichnen, die sich durch Ver- 
suche ermitteln lassen, ferner die Zeit t gezählt ist von dem Augen- 
blicke an, in welchem man den Draht sich selbst überlässt, nach- 
dem ihm die Anfangstorsion, die ^o heissen möge, ertheilt wurde.**) 
Es soll durch Integration der Gleichung Nr. 1 (von welcher 
vorausgesetzt wird, dass sie aus der Physik bekannt sei) der D r e h - 



*) Man vergleiche die §§51 und 60, in denen ein von der Geschwin- 
digkeit abhängender Widerstand nicht vorliegt 

**) Näheres : Wüllner, Experimentalphysik, Bd. 1, § 60 der 4. Aufl. 
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Winkel 9p als Function derZeit^ berechnet und dabei 
angenommen werden^ dass 

2) h^ > €« 

sei. Man soll — was wohl für selbstverständlich gelten darf — 
hierbei auch angeben, wie sich die bei jener Integration auftreten- 
den Constanten bestimmen lassen und welche Werthe sie haben. 

Lösung. I. Die Gleichung Nr. 1 hat die Form 

ist also eine „reducirtelineareDifferentialgleichung 
zweiter Ordnung", nämlich ein besonderer Fall der Gleichung 

^> $+^-^+^'^='>' 

in welcher Ty und T^ Functionen von t bedeuten. 

Das allgemeine Integral q) der Differentialgleichung 4 er- 
giebt sich bekanntlich*) ^ wenn man zwei particuläre von ein- 
ander verschiedene Integrale q)x und (p^ kennt, nach der Formel 

5) 9 = Ci 9)1 -f Ca 9>a, 

in welcher 0| und O2 willkürliche constante Grössen bedeuten. 

Unter Beachtung der Eigenschaften der natürlichen Exponen- 
tialgrösse ^ lässt sich vermuthen, dass die Function 

6) 9) = 6^<, 

in welcher X einen erst noch zu bestimmenden constanten Factor 
bedeutet, der Gleichung 3 genilgen werde. 
Aus 6 folgt: 

Setzt man 6 und 7 ein in 3; so entsteht: 

8) (A« + 2ßA + Ä;»)e^<=0. 

Mithin genügt die Function 6 der Gleichung 3, wenn k so 
gewählt wird, dass es die Bedingung 

9) A« + 2€A + A;« = 
erfüllt. 

Aus Nr. 9 aber folgt: 

10) A = — € ± |/i^:irfci, 

also 



*) Schlömilch, Gompendiam der höheren Analyais, Bd. 1, § 113 
der 5. Auflage. 
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11) ii = ~c + j/€«-*S 
and 

12) i, = — c - Vs^ — kK 
Gremass 6, 11 und 12 sind daher die Functionen 

13) 9)i=c<-^ + V^*^=^' 
und 

14) yj = c(-*-Vi^' 
particuläre Integrale der Gleichung 3. 

Laut 5, 13 und 14 ist also 



oder, besser geschrieben, 

15) 9 = c-^'(Cie + V^^^'+Ci6-V^*^^') 

das allgemeine Integral jener Gleichung. 

Zufolge der Voraussetzung Nr. 2 hat j/fi* — k^ einen ima- 
ginären Werth; wir setzen daher 

16) K«» — *« = */*« — £• , 

wobei i den Factor y — 1 bedeutet, und haben, statt 15, 

17) y = c-''(Cie+'V^^^^ + Ge—V^^^'). 
Nun hat man sich zu erinnern, dass 

18) c'" = cos II -|- i sin M 
und 

19) e~*" = cos u — i sin u 
ist, mithin för 17 geschrieben werden darf 

g> = 6-'' {Ol (cos }/k^ _ e« ^ + i Bin yk* — c« t) 

+ ft (cos >/*«—£»* — i sin |/ÄJ« — €«f)}, 
besser 

20) q>=e-''{(Ci+Ci)co8yk^—8H+CCi — Ci)i8myk^^eH}. 

Oder, wenn 

21) (\-{-Ci = A, 

22) i(Ci — ft) = -B, 

23) yk*-e^ = ß 
gesetzt wird: 

24) q) = e-'^'{ÄcoBßt + B8mßt). 

Hiermit ist der Drehwinkel g> als Function der Zeit t berechnet^ 
nur sind die Integrationsconstanten Ä und S noch zu bestimmen. 
Sie lassen sich daraus herleiten , dass (laut Aufgabe) q> = q>Q ist, 
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wenn t=0 und dass zu dieser Zeit offenbar die Geschwindigkeit 
der Bewegung des Drahtes gleich Null sein muss , weil der Vor- 
gang, zufolge der Elasticität, eben erst beginnt. 

Führt man die erste dieser beiden Bedingungen in Nr. 24 
ein, so ergiebt sich: 

2B) q>o = Äy 

womit die eine der Constanten bestimmt ist. 

Um die zweite Bedi|igung ausnutzen zu können, muss man zu- 

nächst die Geschwindigkeit, also --^, berechnen. Nr. 24 liefert, 
mit Verwerthung von 25 : 

26) ^ = e''''{—(ßq>o + Be)8inßt'\-{Bß — €q)o)coaßt}. 

Das giebt, für t = 0, 

27) i^ = Bß~e(p,. 

Mithin 

28) 5=y9'o. 

Durch Einführung von 25 und 28 in 24 erhält man : 

esinßt + ßcos ßt 
^^) 9 — J^t 9oy 

wobei ß den durch 23 angegebenen Werth hat. 



§ 62. Wärmeleitnng in einem Stabe. 

Der Stab (Fig. 73) sei umgeben durch Luft von der Tem- 
peratur Null. Sein Anfangspunkt Ä werde auf T Grad erwärmt 

F/g. 73. 
A P P, 



und in diesem Zustande erhalten. Der Querschnitt (g Flächenein- 
heiten) sei ein geringer. Die allgemeine Stelle P des Stabes soll 
um X Längeneinheiten von A abstehen und die (nicht bekannte) 
Temperatur t haben. Dann hat die Stelle Pi , welche um dx 
weiter absteht, die Temperatur 

1) ti^t — dU 
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Der beständige (stationäre) Zustand des Stabes tritt 
ein, wenn jedes Element desselben von dem vorhergehenden Elemente 
so viel Wärme empfangt, als es an das folgende und an die um- 
gebende Luft abtritt, welcher letzteren in irgend einer Weise die 
Temperatur Null erhalten wird. 

Nimmt man an, dass innerhalb des unendlich kleinen Stab- 
stückchens dx die Temperatur dem Abstände von A proportional 
sei, so ist der Temperaturunterschied zweier Stabquerschnitte, welche 

um die Längeneinheit von einander abstehen, gleich — , wenn Inner- 
ei ««1/ 

halb dieser Länge dasselbe Gesetz der Temperaturabnahme Giltig- 
keit hat. 

Wenn man sich nun die Wärmeleitung wie das Fliessen einer 
Flüssigkeit vorstellt , so ergiebt sich Folgendes : Durch den Quer- 
schnitt q geht an der Stelle P in der Zeiteinheit die Wärmemenge 

2) w = hq-r- . 

dx 

wenn mit h die innere Wärmeleitungsfähigkeit des Stab- 
materials bezeichnet wird, nämlich diejenige Wärmemenge, welche 
in der Zeit 1 durch die Flächeneinheit fliesst, falls zwei im Ab- 
stände 1 befindliche Querschnitte 1^ C Temperaturunterschied haben. 

Ferner geht, Nr. 2 entsprechend, an der Stelle Pj durch den 
Querschnitt q in der Zeiteinheit die Wärmemenge 

d. i., laut Nr. 1, 

ON 7 dt — d^t 

Da also das zwischen P und Pi liegende Stabelement die 
Wärmemenge w empfangt, hingegen die kleinere Wi nach innen 
abgiebt, so muss es bei dem stationären Temperaturzustande nach 
aussen die Wärmemenge 

4) w — Wi=Jcq -rr- 

dx 

abgeben. 

Andererseits aber gilt Folgendes : Wird mit p der Umfang des 
Stabes bezeichnet, so iBt pdx die Oberfläche des zwischen P und 
Pi liegenden Stabelementes. Daher 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. Th. II. 17 
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5) ht.pdx 

die von diesem Elemente in der Zeiteinheit nach aussen abgegebene 
Wärmemenge , wenn mit h die äussere Wärmeleitungs- 
fähigkeit des Materials bezeichnet wird, nämlich diejenige Wärme- 
menge , welche die Fläche 1 in der Zeit 1 nach aussen abgiebt, 
falls die Temperatur der Oberfläche des Stabes von derjenigen der 
Umgebung um 1® abweicht. 

Es muss also, gemäss 4 und 5, 

Jcq-^ = htpdx, 

mithin 

^ dx^ kq 

sein. 

Durch Integration dieser die Wärmefortpflanzung kennzeich- 
nenden Differentialgleichung zweiter Ordnung soll nun die Tempe- 
ratur f abgeleitet werden, ausgedrückt durch Xy hf k, p, q und T. 
Die beiden Integrationsconstanten sollen hierbei, nachdem der all- 
gemeine Integralwerth abgeleitet ist, Berechnung finden aus dem 
Umstände, dass der Stabanfang A die Temperatur T hat und das 
Ende eines unendlich langen Stabes die Temperatur Null haben 
müsste. 

Die für t gewonnene Formel möge in Worte gefasst und 
dann zur Herleitung derjenigen Temperaturen benutzt werden, 
welche in den Abständen a, 2 a, 3 a, ... . vom Stabanfange A 
herrschen. 

Lösung. Die Gleichung 6 lautet, wenn wir, zur Abkürzung, 
den Constanten positiven Werth 

7) ^ = a^ 

^ kq 

setzen, 

^ dx^ 

ist also von der Form 

9) y' = m. 

Wir schreiben daher statt 8 : 

10) -dr="'*' 

wobei 
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und haben: 

12) idi = aHdt 

Durch Integration folgt hieraus: 

13) f' = ±Ka«^ + CiS 

wenn mit 0^ eine Constante bezeichnet wird. 

Benutzt man nun Nr. 11 und integrirt nochmals; so er- 
giebt sich : 

14) — Z(a^ + j/a*^a+ C|«) =X'\- ft, 

wobei Ca eine neue Constante bedeutet. 
Wird jetzt auf t redudrt, so folgt: 

15) ^=Jc«' + JBc-", 

wenn die zu den Exponentialgrössen gehörenden constanten Fac- 
toren A und 'S genannt werden. 

Nun sind der Letzteren Werthe zu berechnen. In dies^ Be- 
ziehung gilt Folgendes: Da 

16) fc=o = T 
sein muss^ so giebt Nr. 15 : 

17) T=^ + Ä 
Femer liefert es, wegen 

18) t=« = 0, 
die Gleichung: 

19) ^ = 0. 

Aus 19 und 17 folgt nun: 

20) B=T 
und damit geht Nr. 15 über in 

21) i=Te-^', 
also, wegen 7, in 

22) ^=Te-V|x. 

Diese Gleichung sagt : wenn die Abstände Ton dem Stabende 
(oder von der Wärmequelle) in einer arithmetischen Reihe 
wachsen, so nehmen die Temperaturen der Stabquerschnitte, nach 
einer geometrischen Beihe ab. 
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Für 
23) x^=0, a, 2a, 3a, .... 

liefert die Gleichung 22 die Temperaturen 

§ 63. Anre^ngen nnd Anmerkungen, 
betreffend einige anf Differentialgleichungen fiilirende Aufgaben 

aus der Elektricitätslehre. 

Wer Untersuchungen kennen lernen will, welche, der Lehre 
vom Magnetismus und der Elektricität angehörend, die 
Integration leicht behandelbarer Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung verlangen , der sei, beispielsweise, ver- 
wiesen auf: 

I. die Berechnung des freienMagnetismus der Ober- 
fläche eines gleichmäs^ig magnetisir te n 
Stabes; 
II. die Messung eines kurze Zeit dauernden 
elektrischen Stromes; 
III. die Behandlung der unter dem Einflüsse einer Dämpfung 
stehenden Schwingungen einer Magnetnadel. 

Dabei möge zu I — III Folgendes bemerkt werden: 

I. Eine von den Grundsätzen der Wärmeleitung (§ 62) 
ausgehende Berechnung des unter I genannten freien Magne- 
tismus hat Ja min gegeben. Sie führt, zufolge der benutzten 
Analogie, auf eine Differentialgleichung, welche mit Nr. 6 des 
§ 62 in der Form ganz übereinstimmt. Man sehe hierüber : 
Comptes rendus, 82 (1876), p. 783. (Abhandlung von 
J a m i n) ; oder : Wiedemann, die Lehre von der Elektricität , 
Bd. 3, § 417 der 3. Auflage. 

IL Bei der mathematischen Behandlung der unter II ge- 
nannten Messung von Strömen oder Elektricitätsmengen 



*) Näheres über die Fortpflanzung der Wärme durch Leitung, 
insbesondere über die experimentelle Prüfung der vorstehenden, 
zuerst von Biot (traite de physique; tome IV) gegebenen Theorie, wie 
auch über die Ermittelung der Constanten, sehe man im §31 der 
3. Aufl. des 3. Bandes der Experimentalphysik von A. WüUner. 
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kommt man im Wesentliclien auf Das, was im § 60 unter S 
gefasst wurde; es hat die Differentialgleichung die daselbst mit 
Nr. 13 bezeichnete Form. Näheres: Eohlrausch; praktische 
Physik, S. 268 und 269 der 6. Auflage. 

III. Schwingt eine Magnetnadel unter dem Einflüsse einer 
(von der Luftreibung oder umgebenden Metallmassen herrührenden) 
„Dämpfung'% deren Intensität der Nadelgeschwindigkeit pro- 
portional ist, so liegt der Bewegung, wenn kleine Schwingungen 
vorausgesetzt werden, die Differentialgleichung 

1) -^ + n^{^-p) + 2e-^ = 

ZU Grunde. In derselben bedeutet x die zu der Zeit t vorhandene 
Ablenkung der Nadel ; n^ die auf letztere wirkende Richtkraft ge- 
theilt durch das Trägheitsmoment; 2e die verzögernde Wirkung 
der Dämpfung bei der Nadelgeschwindigkeit 1, ebenfalls durch das 
Trägheitsmoment dividirt; p den der Ruhelage entsprechenden 
Skalentheil. 

Die Gleichung 1 steht in naher Beziehung zu Nr. 3 des § 61. 
Bei der Integration sind mehrere Fälle zu unterscheiden. Man sehe 
hierüber : Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Bd. 1, 
§ 113 der 5. Auflage; ferner von dem oben (I) genannten dritten 
Bande des Wiedemann' sehen Werkes die §§ 237 — 246 und 331, 
wo auf die betreffenden Arbeiten von Gauss und E. Du B o i s - 
Keymond verwiesen ist. 



Alphabetisches Sachenverzeichniss. 






Die Zahlen bedeuten 
(nicht die 

A. 

Abstände, mittlere. Siehe: Mittel- 

werthe. 
Aenderungsgeschwindigkeit: 11, d. 
Aethjlacetat : 48, b, in. 
Affinitätscoefficienten: 48, b, vi. 
Anziehung eines Magnetstabes: 20, 

D, Anmerkung II. 

Anziehungen von Flächen und Kör- 
pern (auch Bergen 
und Hochebenen): 34. 
von Linien: 20. 
zwischen Molekülen: 
20, A. 
Anziehungsmittelpunkte : 20; 34. 
Arbeit durch Dehnung: 24. 

„ beim Zusammendrücken der 
Luft: 25. 
Atmosphäre: 40, b. 
Auflösungen, chemische. Siehe: Vor- 
gänge. 
Ausdehnung. Vergleiche : Dehnung. 

B. 

Bahnlängen und Bogenlängen: 12; 

13; 14. 
Ballistik. Siehe: Wurf lehre. 
Barometer: 39. 
Bathometer: 34, c, iv. 



die Paragraphen 

Seiten). 

Berthot 'sches Anziehungsgesetz: 

20, A. 
Beschleunigung: 4; 11, d. 
Biegung von Stäben: 12. 
Bogenabstände, mittlere: 9. 
Bogenschwerpunkte : 18, b, c. 
Boyle'sches Gesetz: 3. 

c. 

Calciumcarbonat: 2, a; 11, a; 45, b. 

Centralbewegungen: 37, E; 59. 

Gentrifugalguss : 40, a, n. 

Chemie. Siehe : Mechanik der 
Chemie. 

Chlor calcium. Siehe : Calciumcar- 
bonat. 

Complanationen : 16. 

Cubaturen. Siehe: Körperinhalte. 

Curve, poljtropische : 42. 

Curven, magnetische: 43, c. 

Curvenabstände, mittlere: 9. 

Curvenkrümmung, mittlere: 7, b. 

D. 

Dämpfung (einer Magnetnadel) : 63. 
DanielFsche Kette: 27. 
Dehnung durch Eigengewicht : 23, 24. 
Differentialgleichungen I. Ordnung : 
36-48. 



I 
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DifPerentialgleichuiigen II. Ordnung: 
49-63. 

Drehungsmomente. Siehe: Träg- 
heitsmomente. 

Druck tropfbarer Flüssigkeiten : 26 ; 
40. 

Druckhöhen: 26. 

Druckmittelpunkte: 26. 

Druckmomente: 26. 

Dynamik, chemische: 45—48. 

E. 

Einschaltun gs verfahren: 6. 

Elasticität: 23; 38; 53. 

Elektricität: 27; 35; 43; 63. Ver- 
gleiche: Magnetismus. 

Entfernungen , mittlere. Siehe : 
Mittelwerthe. 

Erdkunde: 7, b; 29, c, d; 34, c; 
40, b; 52; 54. 

F. 

Fadencurven: 49. 
Fallbewegung: 4; 52; 54; 55. 
Fallgeschwindigkeiten, mittlere : 10, 

A. n. 
Flächen demente: 28, b. 
Flächeninhalte. Siehe : Quadraturen 

und Complanationen. 
Flächenkrümmung, mittlere: 7, b. 
Flächenschwerpunkte: 18, d, e, p. 

G. 

Galvanismus. Vergleiche : Elek- 
tricität. 

Gastheorie: 42. 

Geschwindigkeiten: 4; 5, b; 37. 

Geschwindigkeiten, mittlere: 10. 

Geschwindigkeitslinien: 4; 45, a; 
46, a; 47, a. 

Gewichte: 17, 30. 

Gleichgewicht, chemisches: 48. 

Gleichgewicht einer Geraden: 22. 

Gleichgewichtslinien : 36. 

Guldin'sche Regel: 19. 



u. 

Halley 'scher Satz: 39. 
Höhenmessen, barometrisches: 39. 
Horizontalschübe, mittlere: 8, a, c. 

I. 

Integrationen, einfache: 1 — 27. 
Integrationen, mehrfache: 28—35. 
Interpolationen: 6. 
Isochronismus: 60, a. 

Eettenlinien: 49. 

Eörperinhalte : 5, e; 15; 28, c, 

D, E. 

Körperschwerpunkte: 18, o; 32, c. 
Eräftefiinction der Anziehung: 35, c. 
Kreisordinaten, mittlere: 8, b. 

L. 

Längenschwingungen: 53, b. 
Lichtlehre: 35, d, iv; 41; 53, b. 
Löslichkeitsgesetz : 44. 
Luftdruck: 39. 

M. 

Magnetismus: 35; 43; 63. Ver- 
gleiche: Anziehungen. 

Mantelflächen. Siehe : Complana- 
tionen. 

Mariotte'sches Gesetz: 3. 

Massen: 17; 30. 

Massenmomente. Siehe: Trägheits- 
momente. 

Mechanik der Chemie: 2; 11; 
45-48. 

Meerestiefen, mittlere: 29, d. 

Meridianabstand, mittlerer: 9, c, d. 

Methyl acetat: 48, b, u. 

Mittelwerthe: 5, a, d, e; 6, a, b; 
7-11; 29; 31. 

Moment, magnetisches: 43, a. 

N. 

Nachwirkung, elastische: 38. 
Näherungsformeln: 5, b, c, d. 
Näherungswerthe bestimmter Inte- 
grale: 5, F, 11. 
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Alphabetisches Sachenverzeichniss. 



Niveauflächen: 36, a, n; 40. 
Nordenskjöld'sches Gesetz: 44. 

0. 

Oberflächen. Siehe : Complanationen. 
Oberflächen, freie: 40. 
Optik. Siehe: Lichtlehie. 

P. 

ParaUelkreisabstand , mittlerer: 9, 
c, D. 

Pendel: 60. 

Planetenbewegung: 37, e; 59, b. 

Pontential: 35. 

Princip der Coexistenz: 48. 

Princip der Massenwirkungen : 
45—48. 

Processe, chemische. Siehe: Vor- 
gänge. 

Q. 

Quadraturen: 3; 4; 5; 1, a; 28, b. 
Querschwingungen: 53, b. 

K. 

Radien, mittlere: 9. 

Reactionen, chemische. Siehe: Vor- 
gänge. 

Reactionsgeschwindigkeiten : 11 ; 
45-48. 

Reactionszeiten : 45—48. 

Rectiflcationen. Siehe: Bahnlängen 
und Bogenlängen. 

Reibung, innere: 61. 

s. 

Saccharose: 48, b, i. 
Salzsäure: 45, b. 

Schwerpunkte: 5, f, m; 18; 19; 32. 
Schwingungen, elliptische: 59. 

, , geradlinige: 51; 53. 
Seetiefenmesser: 34, o, iv. 
Seilcurven: 49. 
Sekundenpendel: 34, c, iv. 
Simpson'sche Regel: 5. 
Spiegel, parabolische: 41, a. 
Statistik: 27. 



Steighöhen und Steigzeiten. Siehe: 
Wurflehre. 

Stofibildungsgeschwindigkeiten. 
Siehe : Reactionsgeschwindig- 
keiten. 

Stromintensitäten: 43, c. 

T. 

Telegraphenleitungen: 13, c. 
Thalhöhen, mittlere: 7, b. 
Torsionsschwingungen: 53, b. 
Trägheitshalbmesser : 21. 
Trägheitsmomente: 21, 33. 
Trapezformel: 5, c, e. 

u. 

Umsetzungsgeschwindigkeiten. 
Siehe : Reactionsgeschwindig- 
keiten. 

Y. 

Verticaldrucke, mittlere: 8, a, c. 
Volkswirthschaftslehre : 27. 
Volumenelemente: 28, c. 
Volumenermittelungen. Siehe: Kör- 
perinhalte. 
Vorgänge, chemische, I. Ordnung: 

45, 48. 

„ „ n. Ordnung: 

46, 48. 

, „ in. Ordnung: 

47, 48. 
Siehe auch: Mechanik der Chemie. 

w. 

Wägungen: 34, c, iv. 

Wärmeleitmig: 62. 

Wahrscheinlichkeiten , geometri- 
sche: 29, D. 

Wasserdichtigkeit: 6, c. 

Wasserdruck. Siehe: Druck tropf- 
barer Flüssigkeiten. 

Wasserspiegelkrümmung: 50. 

Wasserwellen: 59, b. 

Wurflehre: 56; 57; 58. 

z. 

Zersetzungscurven: 45—48. 
Zurückwerfung. Siehe: Spiegel. 
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